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Re´sume´
Nous e´tablissons ici une formule asymptotique pour le nombre de
points de hauteur borne´e sur l’hypersurface de l’espace triprojectif
PnQ × PnQ × PnQ de´finie par l’e´quation x0y0z0 + ... + xnynzn = 0.
Nous verrons que le re´sultat obtenu est en accord avec la conjec-
ture de Batyrev-Manin. La me´thode utilise´e est essentiellement celle
de´veloppe´e par Heath-Brown dans [HB1] et reprise par Robbiani dans
[Ro] pour e´valuer le nombre de points rationnels sur une hypersurface
de l’espace biprojectif.
Table des matie`res
1 Introduction 1
2 La me´thode de Heath-Brown 2
3 Le terme d’erreur 8
3.1 Estimations simples de I(c) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
3.2 Estimations plus fines de I(c) . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
4 Le terme principal 32
4.1 Ge´ne´ralite´s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
4.2 Le cas ou` i0 = j0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
4.3 Le cas ou` i0 6= j0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
4.4 De´monstration de la conjecture . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
1 Introduction
Suite a` la parution de la pre´ce´dente version de cet article sous le nume´ro
arXiv : 1402.5531v1, j’ai appris que le re´sultat principal (a` savoir la propo-
sition 4.6) avait de´ja` e´te´ obtenu auparavant dans un cadre beaucoup plus
1
ge´ne´ral par Blomer et Bru¨dern dans [B-B]. En effet, dans cet article, Blomer
et Bru¨dern e´tablissent une formule asymptotique pour le nombre depoints de
hauteur borne´e pour les hypersurfaces d’espaces multiprojectifs de´finies par
des e´quations diagonales, donc en particulier pour l’hypersurface conside´re´e
ici. Aussi ai-je de´cide´ de pre´senter cette nouvelle version de mon article dans
laquelle je cite cette nouvelle re´fe´rence.
Etant donne´ un entier n > 2, on conside`re l’hypersurface X de l’espace
PnQ ×PnQ ×PnQ de´finie par l’e´quation F (x,y,z) = 0 ou`
F (x,y,z) = x0y0z0 + ...+ xnynzn,
avec (x,y,z) = ((x0 : ... : xn), (y0 : ... : yn), (z0 : ... : zn)) ∈ PnQ ×PnQ ×PnQ.
On dira que (x0, ..., xn) ∈ Zn+1 est primitif si pgcd(x0, ..., xn) = 1 Dans
tout ce qui va suivre, on note pour tout (x,y,z) ∈ PnZ ×PnZ ×PnZ :
H(x,y,z) = max
06i6n
|xi| max
06j6n
|yj| max
06k6n
|zk|,
ou` (x0, ..., xn), (y0, ..., yn), (z0, ..., zn) ∈ Zn+1 sont primitifs et tels que
(x,y,z) = ((x0 : ... : xn), (y0 : ... : yn), (z0 : ... : zn)). On souhaite
de´terminer une formule asymptotique pour le nombre de points de l’hyper-
surface X de l’espace triprojectif PnQ ×PnQ ×PnQ de hauteur borne´e par B,
ce qui revient a` e´valuer
N (B) = card{(x,y,z) ∈ Zn+10 × Zn+10 × Zn+10 |
(x0, ..., xn), (y0, ..., yn), (z0, ..., zn) primitifs ,x.y.z = 0, H(x,y,z) 6 B},
ou` l’on a note´ x.y.z = x0y0z0 + ... + xnynzn et Z0 = Z \ {0}. Par une
inversion de Mo¨bius, on se rame`ne au calcul de
N(B) = card{(x,y,z) ∈ Zn+10 × Zn+10 × Zn+10
| xmax > 0, ymax > 0, x.y.z = 0, H(x,y,z) 6 B},
ou` l’indice ≪ max ≫ indique la coordonne´e dont la valeur absolue est maxi-
male. Nous allons e´valuer ce nombre N(B) en suivant la me´thode de´crite par
Robbiani (cf. [Ro]), qui elle meˆme s’inspire de la me´thode de Heath-Brown
(cf. [HB1]), pour finalement arriver au re´sultat principal, a` savoir la pro-
position 4.6, qui correspond exactement a` la conjecture de Batyrev-Manin
raffine´e dans ce cas.
2 La me´thode de Heath-Brown
On introduit les notations suivantes :
ω0(x) =
{
exp(−(1 − x2)−1) si |x| < 1
0 si |x| > 1
2
c0 =
∫ +∞
−∞
ω0(x)dx,
ω(x) = 4c−10 ω0(4x− 3)
h(x, y) =
∑
j>0
1
xj
(
ω(xj)− ω
( |y|
xj
))
,
pour tout (x, y) ∈ ]0,+∞[×R
Remarque 2.1. La fonction re´elle h est infiniment diffe´rentiable et h(x, y)
est nul lorsque x > max(1, 2|y|). On a par ailleurs, pour tout y ∈ R (cf.
[HB1, lemme 4]) :
h(x, y)≪ 1
x
La me´thode de Heath-Brown inspire´e de la me´thode du cercle classique,
permet de donner une approximation du nombre de points x ∈ Zn+1 de
hauteur borne´e ve´rifiant une e´quation G(x) = 0, G e´tant un polynoˆme en
n+1 variables a` coefficients entiers. Cette me´thode consiste, dans un premier
temps, a` conside´rer une fonction lisse a` support inclus dans un compact
w : Rn+1 → R bien choisie et a` estimer
N(G,w) =
∑
x∈Zn+1, G(x)=0
w(x) =
∑
x∈Zn+1
w(x)δG(x),
ou` l’on a pose´ δl =
{
1 si l = 0
0 si l 6= 0 pour tout entier l. On utilise alors le
the´ore`me suivant :
The´ore`me 2.2 (Duke, Friedlander, Iwaniec). Pour tout l ∈ Z et pour tout
Q > 1, il existe une constante cQ = 1 + ON (Q
−N ) pour tout N > 0, telle
que :
δl = cQQ
−2
∞∑
q=1
∑
d∈(Z/qZ)∗
eq(dl)h
(
q
Q
,
l
Q2
)
,
ou` l’on note e(x) = exp(2iπx) et eq(x) = e
(
x
q
)
.
Ce the´ore`me applique´ a` δG(x) donne :
N(G,w) =
∑
x∈Zn+1
cQQ
−2
∞∑
q=1
∑
d∈(Z/qZ)∗
w(x)eq(dG(x))h
(
q
Q
,
G(x)
Q2
)
,
pour toute constante Q > 1. En utilisant une formule de Poisson en dimen-
sion n+1, Heath-Brown en de´duit la relation ci-dessous (cf. [HB1, The´ore`me
2]) :
(1) N(G,w) =
∑
c∈Zn+1
∞∑
q=1
q−n−1Sq(c)Iq(c),
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ou`
(2) Sq(c) =
∑
d∈(Z/qZ)∗
∑
b∈(Z/qZ)n+1
eq(dG(b) + c.b),
et
(3) Iq(c) =
∫
Rn+1
cQQ
−2w(x)h
(
q
Q
,
G(x)
Q2
)
eq(−c.x)dx.
Nous allons appliquer la me´thode de Heath-Brown a` l’e´tude du nombre
de points (x,y,z) ∈ Zn+1×Zn+1×Zn+1 tels que x.y.z = 0 et H(x,y,z) 6
B. Nous verrons alors que N(B) est du type CBn log(B)2 + o(Bn log(B)2),
ou` C est une constante que nous pre´ciserons.
Remarquons dans un premier temps que la condition H(x,y,z) 6 B
implique que l’on a maxi |xi|maxj |yj| 6 B 23 ou maxj |yj|maxk |zk| 6 B 23
ou maxi |xi|maxk |zk| 6 B 23 (en effet si ce n’e´tait pas le cas, la condition
H(x,y,z) 6 B donnerait maxi |xi| 6 B 13 , maxj |yj | 6 B 13 et maxk |zk| 6 B 13
et on obtient alors une contradiction). Nous nous inte´resserons donc ex-
clusivement aux points (x,y,z) ∈ X ve´rifiant l’une (au moins) de ces
trois conditions. Nous montrerons par la suite, dans la section 4.4 que le
nombre de points contenus dans l’intersection des domaines ainsi de´finis
est du type O(B log(B)), donc ne´gligeable par rapport au terme princi-
pal CB log(B)2. Remarquons par ailleurs qu’une telle condition implique
ne´cessairement que l’une (au moins) des trois coordonne´es maxi xi, maxj yj,
maxk zk est infe´rieure ou e´gale a` B
1
3 . Pour simplifier les notations, nous
conside´rerons dans un premier temps les points tels que maxi |xi|maxj |yj| 6
B
2
3 et maxi |xi| 6 B 13 et on supposera par ailleurs xi0 = max06i6n |xi| et
yj0 = max06j6n |yj |, pour i0, j0 ∈ {0, ..., n} fixe´s. Nous allons a` pre´sent intro-
duire des fonctions fonctions particulie`res dites fonctions poids traduisant
ces conditions :
De´finition 2.3. On appelle fonction poids surRd une application w : Rd →
R lisse a` support compact telle que pour tout j = (j1, ..., jd) ∈ Nd il existe
Aj > 0 tel que
∀x ∈ Rd,
∣∣∣∣∣∂
j1+...+jdw
∂xj11 ...∂x
jd
d
(x)
∣∣∣∣∣ 6 Aj .
Pour tout 0 < ε < 1 fixe´, et pour tout re´el x, on pose
ωε(x) = c
−1
0
∫ x
ε
−1
−∞
ω0(y)dy.
Remarquons que cette fonction est nulle pour tout x 6 0 et vaut 1 lorsque
x > 2ε. On de´finit de meˆme :
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ωε(x) = c
−1
0
∫ x
ε
+1
−∞
ω0(y)dy,
qui vaut 0 pour x 6 −2ε et 1 pour x > 0. On de´finit ensuite les fonctions
poids
(4)
wε,B(xi0 , yj0) = wε(xi0 , yj0) = ωε(xi0−1)ωε(B
1
3−xi0)ωε(yj0−1)ωε(B
2
3−xi0yj0),
(d’apre`s les remarques pre´ce´dentes, cette fonction vaut 0 lorsque xi0 < 1
ou yj0 < 1 ou xi0yj0 > B
2
3 ou xi0 > B
1
3 , cette fonction traduit donc les
conditions 1 6 xi0 6 B
1
3 , xi0yj0 6 B
2
3 et yj0 > 1 que l’on souhaite imposer
a` xi0 et yj0)
(5) wε(x,y) = wε(x)wε(y)
avec
(6) wε(x) =
∏
i 6=i0
ωε
(
1− |xi|
xi0
)
ωε
( |xi|
xi0
− 1
xi0
)
,
(ce qui traduit le fait que maxi |xi| = xi0 et que |xi| > 1 pour tout i)
(7) wǫ(y) =
∏
j 6=j0
ωε
(
1− |yj |
yj0
)
ωε
( |yj|
yj0
− 1
yj0
)
(ce qui traduit le fait que maxj |yj| = yj0 et que |yj| > 1 pour tout j)
(8) wε(z, xi0 , yj0) = wε(z) =
n∏
k=0
ωε
(
1− |zk|
P
)
ωε
( |zk|
P
− 1
P
)
.
ou` l’on a pose´ P = B/xi0yj0 (cette fonction traduit donc la condition
H(x,y,z) 6 B et |zk| > 1 pour tout k). On pose enfin
(9) wε,B,i0,j0(x,y,z) = wε,B(xi0 , yj0)wε(x,y)wε(z).
Remarque 2.4. Il s’ave´rera souvent assez pratique par la suite d’e´crire les
fonctions poids wε(xi0 , yj0), wε(x) et wε(y) sous la forme :
(10) wε(xi0 , yj0) = wε(xi0)wε(yj0),
avec
wε(xi0) = ωε(xi0 − 1)ωε(B
1
3 − xi0),(11)
wε(yj0) = ωε(yj0 − 1)ωε(B
2
3 − xi0yj0)(12)
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ainsi que :
(13) wε(x) =
∏
i 6=i0
wε(xi)
avec
(14) wε(xi) = ωε
(
1− |xi|
xi0
)
ωε
( |xi|
xi0
− 1
xi0
)
,
et
(15) wε(y) =
∏
j 6=j0
wε(yj)
avec
(16) wε(yj) = ωε
(
1− |yj|
yj0
)
ωε
( |yj|
yj0
− 1
yj0
)
.
On de´finit de meˆme des fonctions poids wε,B,i0,j0 (en remplac¸ant les ωε
par ωε). On note
N(wε,B,i0,j0 , B) =
∑
x,y,z∈Zn+1
wε,B,i0,j0(x,y,z)δx.y.z,
et
N(wε,B,i0,j0 , B) =
∑
x,y,z∈Zn+1
wε,B,i0,j0(x,y,z)δx.y.z.
Il existe alors des constantes C1, C2 telles que :
(17)∑
i0,j0
N(wε,B,i0,j0 , B)+C1B log(B) 6 N
′(B) 6
∑
i0,j0
N(wε,B,i0,j0 , B)+C2B log(B),
ou`
(18) N ′(B) = card{(x,y,z) ∈ Zn+10 × Zn+10 × Zn+10 | xmax > 0, ymax > 0,
x.y.z = 0, H(x,y,z) 6 B, max
i
|xi|max
j
|yj | 6 B
2
3 , max
i
|xi| 6 B
1
3}
(nous verrons en effet dans la partie 4.4 que le nombre de points contenus
dans les intersections de´finies par xmax = xi0 = xi′0 , avec i0 6= i′0, ou ymax =
yj0 = yj′0 ,avec j0 6= j′0 est du type O(B log(B))). Nous allons montrer que
pour tous i0, j0 et pour ε assez petit, il existe une constante Ci0,j0 telle que
N(wε,B,i0,j0 , B) ∼B→∞ N(wε,B,i0,j0 , B) ∼B→∞ Ci0,j0Bn log(B)2,
ce qui nous permettra de conclure quant a` la valeur asymptotique de N ′(B).
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On cherche a` e´valuer :
N(wε,B,i0,j0 , B) =
∑
x,y,z∈Zn+1
wε,B,i0,j0(x,y,z)δx.y.z
=
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
∑
(xi)i6=i0
(yj)j 6=j0
wε(x,y)
∑
z
wε(z)δx.y.z.
ou` x.y.z = x0y0z0 + ... + xnynzn. On applique alors la formule (1), et on
obtient N(wε,B,i0,j0 , B) sous la forme :
(19)∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
∑
(xi)i6=i0
(yj)j 6=j0
wε(x,y)
∑
c∈Zn+1
∞∑
q=1
q−n−1Sq(x,y)(c)Iq(x,y)(c),
ou` l’on a note´ : (20) somme singulie`re en x,y
(20) Sq(x,y)(c) =
∑
d∈(Z/qZ)∗
∑
b∈(Z/qZ)n+1
eq(dx.y.b+ c.b)
(21) somme singulie`re en x,y
(21) Iq(x,y)(c) = cQ
∫
Rn+1
wε(z)
Q2
h
(
q
Q
,
x.y.z
Q2
)
eq(−c.z)dz,
avec cQ = 1 +ON (Q
−N ) pour tout N > 0.
Remarque 2.5. D’apre`s la remarque 2.1, h
(
q
Q ,
x.y.z
Q2
)
est nul si qQ 6
x.y.z
Q2
.
Comme x.y.z
Q2
≪ 1 sur le support de wε, Iq(x,y)(c) vaut 0 si l’on a pas
q
Q ≪ 1. Par conse´quent, on peut restreindre la somme sur q aux entiers
q ≪ Q lorsque Q > √B (En fait, nous fixerons Q = √B).
Nous allons voir par la suite que les c 6= 0 fourniront un terme d’erreur,
et le terme principal sera obtenu a` partir de la partie c = 0. Auparavant,
nous allons effectuer un changement de variables z = Pu = Bxi0yj0
u dans
l’inte´grale Iq(x,y)(c). On obtient alors :
Iq(x,y)(c) = cQ
∫
Rn+1
wε(z)
Q2
h
(
q
Q
,
x.y.z
Q2
)
eq(−c.z)dz
= cQ
Pn+1
Q2
∫
Rn+1
wε(u)h
(
q
Q
,
P
Q2
x.y.u
)
eq(−Pc.u)du,
ou`, par abus de langage, on note e´galement wε(u) la nouvelle fonction poids
en la variable u. Remarquons que sur supp(wε) on a alors maxk |uk| 6 1.
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On pose a` pre´sent Q =
√
B de sorte que
P
Q2
x.y.u =
x.y.u
xi0yj0
=
n∑
k=0
xkyk
xi0yj0
uk
qui est une forme line´aire en u a` coefficients borne´s. On note par la suite :
(22) I(c) = I(c,x,y) =
∫
Rn+1
wε(u)h
(
q
Q
,
x.y.u
xi0yj0
)
eq(−Pc.u)du.
et on a donc
Iq(x,y)(c) = cQ
Pn+1
Q2
I(c)(23)
= cQ
Bn
xn+1i0 y
n+1
j0
I(c).(24)
Ceci nous permet de re´e´crire la formule (19) sous la forme :
(25) N(wε,B,i0,j0 , B) = cQB
n
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xn+1i0 y
n+1
j0
∑
(xi)i6=i0
(yj)j 6=j0
wε(x,y)
∑
c∈Zn+1
∑
q≪Q
q−n−1Sq(x,y)(c)I(c).
3 Le terme d’erreur
Nous allons de´montrer que la somme
(26) cQB
n
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xn+1i0 y
n+1
j0
∑
(xi)i6=i0
(yj)j 6=j0
wε(x,y)
∑
c 6=0
∑
q≪Q
q−n−1Sq(x,y)(c)I(c)
est du type Oǫ(B
n). Nous allons pour cela commencer par majorer les
inte´grales I(c) par les me´thodes de´crites par Heath-Brown dans [HB1, Cha-
pitres 7 et 8].
3.1 Estimations simples de I(c)
Nous allons a` pre´sent construire une nouvelle fonction poids ψ(u). Pour
cela nous allons utiliser le lemme suivant (voir [HB1, Lemme 3]) :
Lemme 3.1. Soit w une fonction poids sur Rn+1 et K1, ...,Kn, ... une suite
de re´els strictement positifs fixe´s. Soit g : Rn+1 → C de´finie sur supp(w) et
satisfaisant |g| ≫ 1 et∣∣∣∣∣∂
j0+...+jng(x)
∂xj00 ...∂x
jn
n
∣∣∣∣∣ 6 Kj (pour j =
n∑
k=0
jk > 1),
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sur supp(w). Alors la fonction wg est une fonction poids.
On pose ω1(s) = ω0
(
s
2n
)
. Puisque, sur supp(wε(u)), maxk |uk| 6 1 on a∣∣∣ x.y.uxi0yj0
∣∣∣ 6 n et donc ω1 ( x.y.uxi0yj0
)
≫ 1 sur supp(wε(u)). Par ailleurs, ω0 e´tant
une fonction poids, toutes les de´rive´es partielles en u de ω1
(
x.y.u
xi0yj0
)
sont
borne´es. Par conse´quent, par application du lemme ci-dessus, la fonction
ψ(u) =
wε(u)
ω1
(
x.y.u
xi0yj0
)
est une fonction poids. On peut alors exprimer I(c) sous la forme :
I(c) =
∫
Rn+1
ψ(u)ω1
(
x.y.u
xi0yj0
)
h
(
q
Q
,
x.y.u
xi0yj0
)
eq(−Pc.u)du.
Par inversion de fourier, on a que :
ω1
(
x.y.u
xi0yj0
)
h
(
q
Q
,
x.y.u
xi0yj0
)
=
∫ ∞
−∞
p(t)e
(
t
x.y.u
xi0yj0
)
dt
ou`
p(t) =
∫ ∞
−∞
ω1(s)h
(
q
Q
, s
)
e(−ts)ds.
On obtient alors
(27) I(c) =
∫ ∞
−∞
p(t)
∫
Rn+1
ψ(u)e(φ(u, t))dudt,
ou` l’on a pose´
φ(u, t) = t
x.y.u
xi0yj0
− Pc
q
.u.
D’apre`s les proprie´te´s de la fonction h e´nonce´es par Heath-Brown, on a
(voir [HB1, Lemme 5]) :
dN
dsN
(
ω1(s)h
(
q
Q
, s
))
≪
(
q
Q
)−N−1
min{1,
(
q
Q|s|
)2
}
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pour tout entier N > 0. Par inte´grations par parties on a alors :
p(t) =
∫ ∞
−∞
ω1(s)h
(
q
Q
, s
)
e(−ts)ds
= (−t)−N
∫ ∞
−∞
dN
dsN
(
ω1(s)h
(
q
Q
, s
))
e(−ts)ds
≪ |t|−N
∫ ∞
−∞
(
q
Q
)−N−1
min{1,
(
q
Q|s|
)2
}ds
≪
(
q
Q
)−N−1
|t|−N
(∫
|s|6 q
Q
ds+
(
q
Q
)2 ∫
|s|> q
Q
1
|s|2ds
)
≪
(
q
Q
)−N
|t|−N ,
pour tout entier N > 0. On a donc e´tabli :
(28) p(t)≪
(
q
Q
|t|
)−N
pour tout t ∈ R et N > 0. Pour le cas N = 0, [HB1, Lemme 5] donne∣∣∣ω1(s)h( qQ , s)∣∣∣≪ Qq , et donc on trouve
(29) p(t)≪ Q
q
,
e´tant donne´ que supp(ω1) est de taille O(1). Ces majorations nous seront
utiles dans ce qui va suivre.
Pour majorer l’inte´grale I(c), nous allons conside´rer la formule (27), et
se´parer l’inte´grale sur t en deux parties. Lorsque |t| 6 P |c|3q , on remarque
que, si |cl| = maxk |ck|, alors on a que∣∣∣∣ ∂φ∂ul (u, t)
∣∣∣∣ =
∣∣∣∣t xlylxi0yj0 − Pclq
∣∣∣∣
>
Pcl
q
− |t|
∣∣∣∣ xlylxi0yj0
∣∣∣∣
>
P |c|
3q
,
car
∣∣∣ xlylxi0yj0
∣∣∣ 6 (1+ ε) sur supp(wε(x,y)). Nous allons alors utiliser le lemme
suivant (voir [HB1, Lemme 10]) :
Lemme 3.2. Soit w : Rn+1 → R une fonction poids et f(x) une fonction
C∞ a` valeurs re´elles de´finie sur supp(w). On suppose qu’il existe λ > 0 et
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un ensemble de re´els strictement positifs {A2, A3, A4, ...} tels que pour tout
x ∈ supp(w) on a :
|∇f | > λ,
et ∣∣∣∣∂j0+...+jnf(x)∂j0x0...∂jnxn
∣∣∣∣ 6 Ajλ, (j = j0 + ...+ jn > 2).
Alors pour tout N > 0, on a :∫
Rn+1
w(x)e(f(x))dx≪ λ−N .
Puisque l’on a |∇φ(u, t)| ≫ P |c|q et que les de´rive´es partielles supe´rieures
en u de φ(u, t) sont toutes nulles, on a par le lemme 3.2 pour |t| 6 P |c|3q :
(30)
∣∣∣∣
∫
Rn+1
ψ(u)e(φ(u, t))du
∣∣∣∣≪M
(
P |c|
q
)−M
pour tout entier M > 0.
Lorsque |t| > P |c|3q , nous utilisons la majoration triviale
(31)
∣∣∣∣
∫
Rn+1
ψ(u)e(φ(u, t))du
∣∣∣∣≪ 1,
(due au fait que |ψ(u)| ≪ 1 sur supp(wε(u)) qui est de mesure O(1)). En
utilisant par ailleurs la majoration (29) pour |t| 6 P |c|3q et (28) avec N =M
pour |t| > P |c|3q , on obtient l’estimation suivante de I(c) :
I(c)≪ Q
q
(
P |c|
q
)1−M
+
(
P |c|
q
)1−M ( q
Q
)−M
≪
(
P |c|
q
)1−M ( q
Q
)−M
(rappelons que l’on a q ≪ Q). On a ainsi e´tabli le lemme suivant :
Lemme 3.3. Pour tout entier N > 0, on a :
I(c)≪ Q
q
(
Q
P |c|
)N
=
Q
q
(
xi0yj0√
B|c|
)N
.
Remarquons dans un premier temps que lorsque
√
B
1+ν
> xi0yj0 (avec
ν > 0 arbitrairement petit), le lemme ci-dessus donne I(c) ≪ Qq |c|−NB
νN
2
pour tout N > 0, et la somme sur les c tels que |c| > B 16 donnera une
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contribution ne´gligeable : en effet, si |c| > B 16 , alors pour N assez grand et
ν assez petit (par exemple N = 2(n + 2) et ν 6 112), on aura
|c|N > B n+26 |c|n+2 > B n+212 + νN2 |c|n+2 > B 32+ νN2 |c|n+2
(pour n > 16), donc |I(c)| ≪ Qq |c|−NB
νN
2 ≪ B−1
q|c|−n−2 et par conse´quent, en
restreignant la somme (26) aux |c| > B 16 on a la majoration (en utilisant la
majoration triviale Sq(x,y)(c)≪ qn+2) :
cQB
n
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xn+1i0 y
n+1
j0
∑
(xi)i6=i0
(yj)j 6=j0
wε(x,y)
∑
c 6=0
|c|>B 16
∑
q≪Q
q−n−1Sq(x,y)(c)I(c)
≪ Bn−1
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xn+1i0 y
n+1
j0
∑
(xi)i6=i0
(yj)j 6=j0
wε(x,y)

 ∑
c6=0
|c|>B 16
1
|c|n+2



∑
q≪Q
1


≪ Bn− 12
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xn+1i0 y
n+1
j0
∑
(xi)i6=i0
(yj)j 6=j0
wε(x,y)
≪ Bn− 12
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xi0yj0
≪ Bn− 12 log(B)2.
Cette partie est donc ne´gligeable par rapport au terme principal, qui rappelons-
le sera du type O(Bn log(B)2).
Conside´rons a` pre´sent le cas ou`
√
B
1+ν
6 xi0yj0 . On suppose dans un
premier temps que |c| > B, le lemme 3.3 donne alors (en rappelant que
xi0yj0 6 B
2
3 , d’a`pre`s (4)) :
I(c)≪ Q
q
(
xi0yj0√
B|c|
)N
≪ Q
q
(xi0yj0
B
)N
|c|−N2 ≪ Q
q
B−
N
3 |c|−N2 ,
et en choisissant N = 2(n + 2), puis en majorant I(c) par cette expression
dans (26), on obtient une contribution :
B
n
3
− 4
3
+ 1
2
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xn+1i0 y
n+1
j0
∑
(xi)i6=i0
(yj)j 6=j0
wε(x,y)

∑
c6=0
|c|>B
1
|c|n+2



∑
q≪Q
1


≪ B n3− 13
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xi0yj0
≪ B n3− 13 log(B)2,
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donc a` nouveau un terme ne´gligeable par rapport au terme principal. On
suppose donc a` pre´sent |c| 6 B et |c| ≫
(
xi0yj0√
B
)1+δ
, avec δ > 0 arbitraire-
ment petit. On a alors
I(c)≪ Q
q
(
xi0yj0√
B
)−Nδ
6
Q
q
B−
Nδν
2 ,
(ν et δ e´tant fixe´s) et donc en prenant N assez grand, on voit que la
somme sur les c tels que |c| ≫
(
xi0yj0√
B
)1+δ
sera ne´gligeable par rapport
a` Bn log(B)2 : en effet, si N est assez grand on a B−
Nδν
2 ≪ B−n− 72 ≪
B−
3
2 |c|−n−2, et donc I(c) ≪ B−1q |c|−n−2 et on retrouve un terme d’erreur
ne´gigeable par rapport a` Bn log(B)2, comme pre´ce´demment. On supposera
donc de´sormais que |c| ≪ B 16 pour les xi0 , yj0 tels que
√
B
1+ν
> xi0yj0 et
que |c| ≪
(
xi0yj0√
B
)1+δ
pour
√
B
1+ν
6 xi0yj0 . Remarquons que puisque l’on
a suppose´ xi0yj0 6 B
2
3 , si l’on a |c| ≪
(
xi0yj0√
B
)1+δ
alors |c| ≪ B( 23− 12 )(1+δ) =
B
1
6
+ 1
6
δ. On e´tudiera donc plus ge´ne´ralement le cas des c tels que
(32) |c| ≪ B 16+δ
(avec δ > 0 arbitrairement petit), et ce quels que soient xi0 et yj0.
Pour pouvoir traiter cette partie de la somme (26), nous allons devoir
utiliser des estimations plus fines de I(c), inspire´es de celles de´veloppe´es par
Heath-Brown dans [HB1, Chapitre 8].
3.2 Estimations plus fines de I(c)
Remarquons avant tout que, pour l’e´valuation du terme d’erreur (26), il
est possible de restreindre la somme sur q aux entiers q 6 xi0yj0 . En effet, si
l’on ne conside`re que les entiers q > xi0yj0 , on utilise alors la majoration du
lemme 3.3 en prenant N = n + 2, et on obtient alors, dans (26), un terme
13
d’erreur
(33) cQB
n
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xn+1i0 y
n+1
j0
∑
(xi)i6=i0
(yj)j 6=j0
wε(x,y)
∑
c 6=0
∑
xi0yj0<q6Q
q−n−1|Sq(x,y)(c)|Q
q
(
xi0yj0√
B|c|
)n+2
= cQB
n
2
− 1
2
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)xi0yj0
∑
c6=0
1
|c|n+2∑
xi0yj0<q6Q
q−n−2
∑
(xi)i6=i0
(yj)j 6=j0
wε(x,y)|Sq(x,y)(c)|.
Remarquons a` pre´sent que l’on a :
(34)
∑
(xi)i6=i0
(yj)j 6=j0
wε(x,y)|Sq(x,y)(c)|
=
∑
(xi)i6=i0
(yj)j 6=j0
wε(x,y)
∣∣∣∣∣∣
∑
d∈(Z/qZ)∗
∑
b∈(Z/qZ)n+1
eq(dx.y.b+ c.b)
∣∣∣∣∣∣
6
∑
d∈(Z/qZ)∗
∑
(xi)i6=i0
(yj)j 6=j0
wε(x,y)
∣∣∣∣∣∣
∑
b∈(Z/qZ)n+1
eq(dx.y.b+ c.b)
∣∣∣∣∣∣
6
∑
d∈(Z/qZ)∗
∑
(xi)i6=i0
(yj)j 6=j0
wε(x,y)
n∏
k=0
∑
b∈Z/qZ
eq(dxkykb+ ckb).
Pour d fixe´, la somme
∑
b∈Z/qZ eq(dxkykb + ckb) vaut q si dxkyk + ck ≡
0(q) (c’est-a` dire si xkyk ≡ −d−1ck(q)) et 0 sinon. Or, l’e´quation xkyk ≡
−d−1ck(q) admet un nombre Oε(qǫ) de solutions (avec ǫ > 0 arbitrairement
petit) (xk, yk) sur suppwε(xk, yk), e´tant donne´ que, |xkyk| 6 (1+ε)2xi0yj0 <
(1 + ε)2q pour tout k ∈ {0, ..., n} et tout (xk, yk) ∈ suppwε(xk, yk). Par
conse´quent,
∏n
k=0
∑
b∈Z/qZ eq(dxkykb+ ckb) peut eˆtre majore´e par∣∣∣∣∣∣
n∏
k=0
∑
b∈Z/qZ
eq(dxkykb+ ckb)
∣∣∣∣∣∣≪
n∏
k=0
q = qn+1
pour un nombre Oε(q
ǫ) de (x,y) ∈ suppwε(x,y) et vaut 0 pour tous les
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autres valeurs de (x,y). On peut donc e´crire la majoration :∑
(xi)i6=i0
(yj)j 6=j0
wε(x,y) |Sq(x,y)(c)| ≪
∑
d∈(Z/qZ)∗
qn+1+ǫ ≪ qn+2+ǫ.
On obtient donc
(33)≪ B n2− 12
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)xi0yj0
∑
c6=0
1
|c|n+2
∑
xi0yj0<q6Q
qǫ
Puis en remarquant que
∑
c6=0
1
|c|n+1+ν = O(1), que
∑
xi0yj0<q6Q
qǫ ≪ Q1+ǫ =
B
1
2
+ ǫ
2 , et que
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)xi0yj0 ≪ B
4
3 log(B) (rappelons que sur
suppwε(xi0 , yj0), on a xi0yj0 6 B
2
3 ), on obtient finalement
(33)≪ Bα
avec
α =
n
2
− 1
2
+
1
2
+
4
3
+ ǫ =
n
2
+
4
3
+ ǫ,
qui est du type O(Bn) pour tout n > 3, et donc la somme sur q > xi0yj0
donne un terme ne´gligeable par rapport au terme principal qui, rappelons-le,
sera du type O(Bn log(B)2). On pourra donc restreindre la somme sur q aux
entiers q 6 xi0yj0 .
Pour simplifier les notations, on notera a` partir d’ici
(35) w =
Pc
q
=
Bc
xi0yj0q
,
de sorte que φ(u, t) = t x.y.uxi0yj0
− w.u. D’apre`s la formule (30) applique´e a`
M = N + 1, et la majoration |p(t)| ≪ Qq , on a
(36)
∫
|t|6 |w|
3
p(t)
∫
Rn+1
ψ(u)e(φ(u, t))dudt≪ Q
q
|w|−N = Q
q
(
q
P |c|
)N
,
pour tout N > 0. Donc en prenant N = n+2, on remarque que cette partie
de l’inte´grale I(c) fournit un terme d’erreur :
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(37) cQB
n
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xn+1i0 y
n+1
j0
∑
(xi)i6=i0
(yj)j 6=j0
wε(x,y)
∑
c 6=0
∑
q6Q
q−n−1|Sq(x,y)(c)Q
q
|
(
q
P |c|
)n+2
= cQB
− 3
2
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
x−1i0 y
−1
j0
∑
c6=0
1
|c|n+2∑
q6Q
∑
(xi)i6=i0
(yj)j 6=j0
wε(x,y)|Sq(x,y)(c)|.
Or on remarque que si q est fixe´, suppose´ infe´rieur a` xi0 et yj0 dans un
premier temps, on a que
(38)
∑
(xi)i6=i0
(yj)j 6=j0
wε(x,y)|Sq(x,y)(c)|
=
∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j)j 6=j0∈(Z/qZ)n
|Sq(a,a′)(c)|
∑
xi≡ai(q),i 6=i0
yj≡a′j(q),j 6=j0
wε(x,y)
ou` a (resp. a′) de´signe le vecteur de (Z/qZ)n+1 dont les coordonne´es sont
les ai pour i 6= i0 (resp. a′j pour j 6= j0) et xi0 mod q pour i = i0 (resp. yj0
mod q pour j = j0). En conside´rant la majoration∑
xi≡ai(q),i 6=i0
yj≡a′j(q),j 6=j0
wε(x,y)≪
xni0y
n
j0
q2n
due a` la de´finition de wε(x,y), on se rame`ne au calcul de
(39)
xni0y
n
j0
q2n
∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j )j 6=j0∈(Z/qZ)n
|Sq(a,a′)(c)|
pour tout q fixe´. Rappelons avant tout que
Sq(a,a
′)(c) =
∑
d∈(Z/qZ)∗
∑
b∈(Z/qZ)n+1
eq(da.a
′.b+ c.b)
=
∑
d∈(Z/qZ)∗
n∏
k=0

 ∑
b∈Z/qZ
eq(daka
′
kb+ ckb)

 .
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Or on a :
(40)
∑
b∈Z/qZ
eq(daka
′
kb+ ckb) =
{
q si daka
′
k + ck ≡ 0(q)
0 sinon.
Pour k = i0 ou j0 on majore trivialement
∑
b∈Z/qZ eq(daka
′
kb+ ckb) par
q et d’apre`s (40), on a (dans le cas ou` i0 6= j0)
(41)
∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j)j 6=j0∈(Z/qZ)n
|Sq(a,a′)(c)|
≪ q4
∑
d∈(Z/qZ)∗
∏
k 6=i0,j0
q. card
{
(ak, a
′
k) ∈ (Z/qZ)2 | aka′k ≡ −d−1ck(q)
}
= qn+3
∑
d∈(Z/qZ)∗
∏
k 6=i0,j0
card
{
(ak, a
′
k) ∈ (Z/qZ)2 | aka′k ≡ −d−1ck(q)
}
.
Nous allons donc chercher a` e´valuer
Ak(q) = card
{
(ak, a
′
k) ∈ (Z/qZ)2 | aka′k ≡ d−1ck(q)
}
.
Notons q = pe11 ...p
er
r la de´composition de q en produit de facteurs premiers.
On a par le the´ore`me chinois :
Ak(q) =
r∏
l=1
Ak(p
el
l ).
On e´value alors Ak(p
e) pour tout p premier et e ∈ N. Supposons que
vp(a
′
k) = fk (avec 0 6 fk 6 e). Alors on a que a
′
k = mkp
fk avec mk ∈
(Z/peZ)∗. Donc, si aka′k ≡ −d−1ck(pe) alors akpfk ≡ −m−1k d−1ck(pe). On a
alors au plus pfk valeurs possibles pour ak : en effet akp
fk ≡ −m−1k d−1ck(pe)
admet une solution lorsque ck mod q = c
′
kp
fk (pour un certain c′k ∈ Z/peZ),
et on aura alors (ak+m
−1
k d
−1c′k)p
fk ≡ 0(pe), donc pe−fk divise ak−m−1k d−1c′k,
et on a donc au plus pfk valeurs possibles pour ak ∈ Z/peZ. D’autre part,
puisque dans Z/peZ il y a pe−fk e´le´ments a′k tels que vp(a
′
k) > fk, on conclut
que :
Ak(p
l)≪
e∑
fk=0
pe−fkpfk = (e+ 1)pe.
Par conse´quent, on a que
Ak(q) =
r∏
l=1
Ak(p
el
l )≪
r∏
l=1
pell︸ ︷︷ ︸
=q
r∏
l=1
(el + 1).
Or
∏r
l=1(el + 1) est le nombre de diviseurs de q qui est du type O(q
ǫ) pour
tout ǫ > 0. On a donc finalement Ak(q) = O(q
1+ǫ). En utilisant ce re´sultat
dans (41), on obtient le lemme ci-dessous :
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Lemme 3.4. On a pour tout ǫ > 0 :∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j )j 6=j0∈(Z/qZ)n
|Sq(a,a′)(c)| ≪ q3+2n+ǫ.
Remarque 3.5. ce re´sultat est vrai meˆme lorsque i0 = j0 : en effet, dans
ce cas, on majore trivialement la somme
∑
b∈Z/qZ eq(dxi0yi0b + ci0b) par q
et on obtient comme dans (41) :
∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j )j 6=j0∈(Z/qZ)n
|Sq(a,a′)(c)|
≪ qn+1
∑
d∈(Z/qZ)∗
∏
k 6=i0
card
{
(ak, a
′
k) ∈ (Z/qZ)2 | aka′k ≡ −d−1ck(q)
}
= qn+1
∑
d∈(Z/qZ)∗
∏
k 6=i0
Ak(q)
≪ qn+1
∑
d∈(Z/qZ)∗
qn+ǫ ≪ q2+2n+ǫ.
En appliquant ce lemme ainsi que (39) dans la formule (37), on obtient
(37)≪ cQB− 32
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
x−1i0 y
−1
j0
∑
c6=0
1
|c|n+2
∑
q≪Q
xni y
n
j
q2n
q3+2n+ǫ
= cQB
− 3
2
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)x
n+1
i0
yn+1j0
∑
c6=0
1
|c|n+2
∑
q6Q
q3+ǫ
≪ B 12+ ǫ2
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)x
n+1
i0
yn+1j0
(en majorant
∑
q6Q q
3+ǫ par Q4+ǫ = B2+
ǫ
2 ). Puis en majorant∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)x
n+1
i0
yn+1j0 par B
2
3
(n+2) log(B) (car xi0yj0 6 B
2
3 sur
suppwε(xi0 , yj0)), on trouve finalement que la partie |t| 6 |w|3 de l’inte´grale
I(c) fournit un terme d’erreur du type O(B
2
3
n+ 11
6
+ ǫ
2 log(B)) (en restreignant
la somme (26) aux q 6 max{xi0 , yj0}) qui est bien un O(Bn) pour tout n > 6
et ǫ assez petit.
Lorsque q est tel que xi0 6 q et yj0 > q, on a que :∑
(xi)i6=i0
(yj)j 6=j0
wε(x,y)|Sq(x,y)(c)| =
∑
(xi)i6=i0
(a′j)j 6=j0∈(Z/qZ)n
wε(x)|Sq(x,a′)(c)|
∑
yj≡a′j(q)
wε(y),
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ou` a′ ∈ (Z/qZ)n+1 de je`me0 terme e´gal a` yj0 mod q. On majore dans ce cas
la deuxie`me somme par
ynj0
qn . Il reste alors a` estimer∑
(xi)i6=i0
(a′j )j 6=j0∈(Z/qZ)n
wε(x)|Sq(x,a′)(c)|.
Pour cela, on re´e´crit cette somme sous la forme :
(42)
∑
d∈(Z/qZ)∗
n∏
k=0
∑
xk∈supp(wε(xk))
a′
k
∈Z/qZ
wε(xk)
∣∣∣∣∣∣
∑
b∈Z/qZ
eq(dxka
′
kb+ ckb)
∣∣∣∣∣∣ .
En majorant le facteur correspondant a` k = i0 par q
2 (la variable xk e´tant
alors fixe´e e´gale a` xi0) et le facteur k = j0 par qxi0 (a
′
k e´tant alors fixe´ e´gal
a` yj0), on trouve (pour le cas ou` i0 6= j0) que :
(42)≪ qn+2xi0
∑
d∈(Z/qZ)∗
∏
k 6=i0,j0
card{(xk, a′k) ∈ supp(wε(xk))× Z/qZ
| xka′k ≡ −d−1ck(q)}.
On souhaite donc e´valuer
Bk(q) = card{(xk, a′k) ∈ supp(wε(xk))× Z/qZ | xka′k ≡ −d−1ck(q)}.
On conside`re alors la de´composition q = pe11 ...p
er
r de q en produit de fac-
teurs premiers. Si l’on fixe xk ∈ supp(wε(xk)), et si fl = min{vpl(xk), el} ∈
{0, 1, ..., el}, pour tout l ∈ {1, ..., r} alors l’e´quation xka′k ≡ −d−1ck(q) admet
au plus pf11 ...p
fr
r solutions a′k ∈ Z/qZ (d’apre`s le the´ore`me des restes chinois).
Par ailleurs, si fl = min{vpl(xk), el} pour tout l, on a alors pf11 ...pfrr |xk. Donc
pour chaque r-uplet (f1, ..., fr) ∈ {1, ..., e1}× ...×{1, ..., er} on aura au plus
xi0
p
f1
1 ...p
fr
r
entiers xk ve´rifiant la condition fl = min{vpl(xk), el}. On peut donc
donner l’estimation de Bk(q) ci-dessous :
Bk(q)≪
∑
fl6el
l∈{1,...,r}
∑
xk∈supp(wε(xk))
p
f1
1 ...p
fr
r |xk
pf11 ...p
fr
r
≪
∑
fl6el
l∈{1,...,r}
xi0
pf11 ...p
fr
r
.pf11 ...p
fr
r
= xi0(e1 + 1)...(er + 1)≪ qǫ0xi0 .
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En reprenant la majoration (42), on trouve :
(43) ∑
(xi)i6=i0
(a′j)j 6=j0∈(Z/qZ)n
wε(x)|Sq(x,a′)(c)| ≪ qn+2xi0
∑
d∈(Z/qZ)∗
xn−1i0 q
ǫ ≪ qn+3+ǫxni0 ,
avec ǫ = (n − 1)ǫ0 > 0 arbitrairement petit. On obtient donc finalement la
majoration (pour i0 6= j0) :
(44)
∑
(xi)i6=i0
(yj)j 6=j0
wε(x,y)|Sq(x,y)(c)| ≪ q3+ǫxni0ynj0
lorsque q > xi0 et q < yj0 .
Remarque 3.6. Il n’est pas difficile de voir, en effectuant les meˆmes calculs,
que cette majoration reste valable dans le cas i0 = j0. En fait pour k 6= i0 on
a la meˆme majoration des Bk(q), et pour k = i0 = j0, on prend la majoration
triviale q, et on trouve alors∑
(xi)i6=i0
(yj)j 6=i0
wε(x,y)|Sq(x,y)(c)| ≪ q2+ǫxni0ynj0 .
Remarquons que le re´sultat (43) et le lemme 3.4 permettent d’e´tablir
une majoration vraie pour toute valeur de xi0 :
Lemme 3.7. Pour tout ǫ > 0 :∑
(xi)i6=i0
(a′j )j 6=j0∈(Z/qZ)n
wε(x)|Sq(x,a′)(c)| ≪ qn+3+ǫxni0 .
Remarque 3.8. Par les meˆmes calculs, en intervertissant les roˆles de x et
y, on obtient exactement le meˆme type de majoration pour le cas ou` xi0 > q
et yj0 6 q.
Remarque 3.9. On a suppose´ ici que c 6= 0, mais il est clair (voir la
de´monstration) que le re´sultat reste vrai pour c = 0. Cela nous sera utile
pour traiter le terme principal.
La contribution de la somme sur les q < yj0 et q > xi0 est donc :
cQB
− 3
2
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
x−1i0 y
−1
j0
∑
c6=0
1
|c|n+2
∑
q6Q
xi06q<yj0
xni0y
n
j0q
3+ǫ
= cQB
− 3
2
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)x
n+1
i0
yn+1j0
∑
c6=0
1
|c|n+2
∑
q6Q
xi06q<yj0
q3+ǫ
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(voir (37)) qui est du type O(Bn) pour tout n > 6 d’apre`s les calculs ef-
fectue´s pour le cas q > xi0 , yj0 . On obtient alors le meˆme re´sultat pour la
partie xi0 > q et yj0 6 q.
Traitons enfin le cas ou` xi0 , yj0 < q. On conside`re a nouveau l’e´galite´ :
∑
(xi)i6=i0
(yj)j 6=j0
wε(x,y)|Sq(x,y)(c)| =
∑
(xi)i6=i0
(a′j)j 6=j0∈(Z/qZ)n
wε(x)|Sq(x,a′)(c)|
∑
yk≡a′k(q)
wε(y),
et on majore la deuxie`me somme par 1 (car yj0 < q). On reprend alors la
majoration (43) (base´e sur la formule (42)) pour la premie`re somme, et on
trouve alors l’estimation :
(45)
∑
(xi)i6=i0
(yj)j 6=j0
wε(x,y)|Sq(x,y)(c)| ≪ qn+3+ǫxni0 .
En appliquant ce re´sultat a` la formule (37), on trouve :
cQB
− 3
2
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
x−1i0 y
−1
j0
∑
c6=0
1
|c|n+2
∑
yj0<q≪Q
xi0<q
xni0q
n+3+ǫ
≪ B− 32
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)x
n+1
i0
yj0
∑
yj0<q≪Q
xi0<q
qn+3+ǫ.
On effectue alors les majorations∑
q≪Q
qn+3+ǫ ≪ Qn+4+ǫ ≪ B n2+2+ ǫ2 ,
et ∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)x
n+1
i0
yj0 ≪ B
4
3
∑
xi0
wε(xi0)x
n
i0 ≪ B
n+1
3
+ 4
3 ,
(en rappelant que xi0yj0 6 B
2
3 et xi0 6 B
1
3 d’a`pre`s (4)). On obtient finale-
ment un terme d’erreur du type O(Bα) avec
α =
n
2
+ 2 +
n+ 1
3
+
1
2
+
4
3
+
ǫ
2
=
5n
6
+
13
6
+
ǫ
2
,
qui est alors bien un O(Bn) pour tout n > 14.
La contribution totale de la somme (37) est donc du type O(Bn) pour
tout n > 21.
Nous allons a` pre´sent e´tudier la contribution de la partie |t| > |w|3 de
l’inte´grale I(c) que l’on notera I ′(c).
21
Remarque 3.10. Rappelons que d’apre`s les remarques formule´es au de´but
de cette section (cf calculs (33), (34)), on peut restreindre la somme sur q
aux entiers q 6 xi0yj0, et on a donc xi0 >
√
q ou yj0 >
√
q. Par syme´trie,
on restreint la somme aux entiers xi0 , yj0 tels que xi0 6 yj0, et on a alors
yj0 >
√
q.
Nous allons donc chercher a` e´valuer (en reprenant la majoration (26)) :
(46)
cQB
n
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xn+1i0 y
n+1
j0
∑
(xi)i6=i0
(yj)j 6=j0
wε(x,y)
∑
c6=0
|c|≪B 16+δ
∑
q≪Q
q−n−1Sq(x,y)(c)I ′(c)
(rappelons que l’on ne s’inte´resse qu’aux c ∈ Zn+1 tels que |c| ≪ B 16+δ, avec
δ arbitrairement petit (cf. (32)).
On introduit un nouveau parame`tre R > 1 que l’on fixera par la suite.
Nous allons a` pre´sent re´exprimer l’inte´grale I ′(c) a` l’aide du lemme suivant
(voir [HB1, Lemme.2]) :
Lemme 3.11. Soit w : Rn+1 → R une fonction poids en n + 1 variables.
Alors pour tout δ ∈ ]0, 1], il existe une fonction poids wδ : Rn+1×Rn+1 → R
telle que :
w(x) = δ−n−1
∫
Rn+1
wδ
(
x− y
δ
,y
)
dy.
On a de plus, si F (x) = wδ
(
x−y
δ ,y
)
, alors supp(F ) ⊂ supp(w) quel que
soit y.
On peut appliquer ce lemme a` la fonction poids ψ(u). On a alors
ψ(u) = δ−n−1
∫
Rn+1
wδ
(
u− v
δ
,v
)
dv
ou` 0 < δ < 1 et wδ est une nouvelle fonction poids avec un support en v de
taille O(1). Par un changement de variable u = v + δß, on trouve
|I ′(c)| =
∣∣∣∣∣
∫
|t|> |w|
3
p(t)
∫
Rn+1
ψ(u)e(φ(u, t))dudt
∣∣∣∣∣
≪
∫
|t|> |w|
3
|p(t)|
∫
Rn+1
∣∣∣∣
∫
Rn+1
wδ(ß,v)e(φ(v + δß, t))dß
∣∣∣∣ dvdt.
On fixe dans un premier temps les variables v et t. Nous allons de´montrer
que pour la plupart des valeurs de y ∈ Zn+1, l’inte´grale∫
Rn+1
wδ(ß,v)e(φ(v + δß, t))dß
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est ne´gligeable. On pose
f(ß) = φ(v + δß, t) = t
x.y.(v + δß)
xi0yj0
−w.(v + δß).
Les de´rive´es partielles secondes de f sont nulles et on a par ailleurs
(47) |∇f(ß)| = |∇f(0)| = δ max
06k6n
∣∣∣∣t xkykxi0yj0 − Pckq
∣∣∣∣
(la notation ≪ |.| ≫ de´signant ici le max des coordonne´es). D’apre`s le lemme
3.2, on a alors ∣∣∣∣
∫
Rn+1
wδ(ß,v)e(φ(v + δß, t))dß
∣∣∣∣ ≪ R−N
lorsque |∇f(0)| > R, pour tout entier N > 0. A partir d’ici on fixe δ =
|w|− 12 . Pour un x ∈ Zn+1 fixe´, on dit que y ∈ Zn+1 est un ≪ bon point≫ lorsque
|∇f(0)| > R, c’est-a`-dire, d’apre`s (47), lorsque :∣∣∣∣t xkykxi0yj0 − Pckq
∣∣∣∣ > R|w| 12
pour un certain k ∈ {0, 1, ..., n} et pour tout |t| > |w|3 . Pour ces points en
conside´rant |p(t)| ≪
(
q
Q |t|
)−2
(cf. (28)) et en rappelant que le support de
wδ(ß,v) en v est de taille O(1) on a
I ′(c)≪
(
Q
q
)2
|w|−1R−N = xi0yj0
q|c| R
−N .
Les ≪ mauvais points ≫ sont les y tels qu’il existe t tel que |t| > |w|3 et tel
que ∣∣∣∣t xkykxi0yj0 − Pckq
∣∣∣∣ 6 R|w| 12
pour tout k. Pour ces points on majore I ′(c) par Qq
(
xi0yj0√
B|c|
)M
(a` l’aide du
lemme 3.3 avec un entier M > 0 que nous pre´ciserons). On a alors :
(48)
(46)≪ Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xni0y
n
j0
∑
c6=0
|c|≪B 16+δ
1
|c|
∑
(xi)i6=i0
wε(x)
∑
(yj )j 6=j0
y bon
wε(y)
∑
q≪Q
q−n−2|Sq(x,y)(c)|R−N
︸ ︷︷ ︸
(α)
+Bn+
1
2
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xn+1i0 y
n+1
j0
∑
c6=0
|c|≪B 16+δ
∑
(xi)i6=i0
wε(x)
∑
(yj)j 6=j0
y mauvais
wε(y)
∑
q≪Q
q−n−2|Sq(x,y)(c)|
(
xi0yj0√
B|c|
)M
︸ ︷︷ ︸
(β)
.
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Si l’on choisit R = Bλ (avec λ que nous fixerons ulte´rieurement), on
remarque qu’en prenant N assez grand, la partie (α) de la somme est
ne´gligeable (rappelons que nous effectuons la somme sur les xi ≪ xi0 ,
yj ≪ yj0 pour tous i, j, avec xi0yj0 6 B
2
3 ). On s’inte´ressera donc exclusive-
ment a` la somme (β) dans ce qui va suivre. On peut re´e´crire cette somme
sous la forme :
(49)
Bn+
1
2
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xn+1i0 y
n+1
j0
∑
c 6=0
|c|≪B 16+δ
∑
q≪Q
q−n−2
∑
(xi)i6=i0 ,i 6=i0
(a′j )j 6=j0∈(Z/qZ)n
wε(x)|Sq(x,a′)(c)|
∑
yj≡a′j(q),j 6=j0
y mauvais
wε(y)
(
xi0yj0√
B|c|
)M
.
Nous allons a` pre´sent estimer, pour x et q fixe´s, la somme∑
yj≡a′j(q),j 6=j0
y mauvais
wε(y)≪ card
{
(yj)j 6=j0 | y mauvais, yj ≡ a′j(q) ∀ j 6= j0
}
.
Rappelons que y est un mauvais point lorsque∣∣∣∣t xkykxi0yj0 − wk
∣∣∣∣ 6 R|w| 12
pour tout k et pour un certain t tel que |t| > |w|3 , c’est-a`-dire∣∣∣∣yk − xi0yj0t wkxk
∣∣∣∣ 6 Rxi0yj0|t||xk| |w| 12
(rappelons que |xk| 6= 0 pour tout k sur suppwε(x)).
Lorsque y ve´rifie en plus que yk ≡ a′k(q) pour tout k 6= j0, On peut e´crire
yk = qmk + a
′
k, avec mk ∈ Z, et la condition pour que y soit un mauvais
point s’e´crit alors∣∣∣∣mk + a′kq − xi0yj0t wkqxk
∣∣∣∣ 6 R xi0yj0|t|q|xk| |w| 12 .
On a donc
card
{
(yk)k 6=j0 | y mauvais, yk ≡ a′k(q), ∀ k 6= j0
}
6 card{(mk)k 6=j0 ∈ Zn | ∃ |t| >
|w|
3
,
∀k 6= j0
∣∣∣∣mk − (Mk + 1t Nk(x))
∣∣∣∣ 6 Rk(x)|t| }
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ou` l’on a pose´
(50) Mk = −a
′
k
q
,
(51) Nk(x) =
xi0yj0wk
qxk
,
(52) Rk(x) = R
xi0yj0
q|xk| |w|
1
2
On a par ailleurs que l’ensemble
E = {(mk)k 6=j0 ∈ Zn | ∃ |t| >
|w|
3
,
∣∣∣∣mk − (Mk + 1t Nk(x))
∣∣∣∣ 6 Rk(x)|t| , ∀k 6= j0}
est inclus dans{
(Mk)k 6=j0 +
1
t
(Nk(x) + [−Rk(x), Rk(x)])k 6=j0 , |t| >
|w|
3
}
⊂ Rn.
Remarquons que pour tout |t| > |w|3 ,
(Mk)k 6=j0 +
1
t
(Nk(x) + [−Rk(x), Rk(x)])k 6=j0
⊂
(
Mk +
1
t
Nk(x)
)
k 6=j0
+
(
3
|w| [−Rk(x), Rk(x)]
)
k 6=j0
⊂
(
Mk +
1
t
Nk(x)
)
k 6=j0
+
([
−max
(
3Rk(x)
|w| , 1
)
,max
(
3Rk(x)
|w| , 1
)])
k 6=j0
= E(t).
On a alors que
E ⊂
⋃
|t|> |w|
3
E(t).
Plus pre´cise´ment, card(E) peut eˆtre majore´ par le nombre de points entiers
contenus dans le domaine
⋃
|t|> |w|
3
E(t). Or, puisque max
(
3Rk(x)
|w| , 1
)
> 1,
ce nombre de points entiers peut eˆtre majore´ par Vol
(⋃
|t|> |w|
3
E(t)
)
. On a
d’une part que la longueur du segment
⋃
|t|> |w|
3
(
Mk +
1
t
Nk(x)
)
k 6=j0
est du type
O
(
maxk 6=j0 |Nk(x)|
|w|
)
= O
(
xi0yj0
q
)
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d’apre`s la de´finition de Nk(x), et d’autre part pour tout t :
Vol (E(t)) = Vol
(
(Mk +
1
t
Nk(x))k 6=j0 +
([
−max
(
3Rk(x)
|w| , 1
)
,max
(
3Rk(x)
|w| , 1
)])
k 6=j0
)
= Vol
(([
−max
(
3Rk(x)
|w| , 1
)
,max
(
3Rk(x)
|w| , 1
)])
k 6=j0
)
≪
∏
k 6=j0
k/∈I(x)
Rk(x)
|w| ,
avec
(53) I(x) =
{
k 6= j0
∣∣∣∣ 3Rk(x)|w| < 1
}
.
Par conse´quent, on peut majorer le volume de
⋃
|t|> |w|
3
E(t) et donc le
cardinal de E par (rappelons que l’on a suppose´ q 6 xi0yj0) :
xi0yj0
q
∏
k 6=j0
k/∈I(x)
Rk(x)
|w|
Quitte a` permuter les variables, on se rame`ne au cas ou`
I(x) = {0, 1, ..., r − 1} = I,
avec r < j0 6 n. On cherche donc a` pre´sent a` e´valuer (cf. (48) avec M = r),
pour tout r :
(54) Bn+
1
2
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xn+1i0 y
n+1
j0
∑
c6=0
|c|≪B 16+δ
∞∑
q=1
q−n−2
∑
(xi)i6=i0
I(x)=I∑
(a′j)j 6=j0∈(Z/qZ)n
wε(x)|Sq(x,a′)(c)| card(E)
(
xi0yj0√
B|c|
)r
≪ Bn+ 12
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xn+1i0 y
n+1
j0
∑
c6=0
|c|≪B 16+δ
∞∑
q=1
q−n−2
∑
(xi)i6=i0
I(x)=I∑
(a′j)j 6=j0∈(Z/qZ)n
wε(x)|Sq(x,a′)(c)|
xi0yj0
q
∏
k 6=j0
k/∈I(x)
Rk(x)
|w|
(
xi0yj0√
B|c|
)r
.
Par le calcul, en rappelant l’expression de Rk(x), (52) et celle de |w|,
(35) :
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(55)
xi0yj0
q
∏
k 6=j0
k/∈I
Rk(x)
|w| =
xi0yj0
q
∏
k 6=j0
k/∈I
R
xi0yj0
q|xk| |w|
− 1
2
=
Rn−rx
3(n−r)
2
+1
i0
y
3(n−r)
2
+1
j0
q
n−r
2
+1|c|n−r2 B n−r2 ∏k 6=j0
k/∈I
|xk|
.
Remarquons a` pre´sent que dans le cas ou` I n’est pas vide (i.e. r > 0),
alors, par de´finition de I(x) (cf. (53)), pour tout x tel que I(x) = I, il existe
un certain k tel que 3Rk(x)|w| 6 1, et on a donc dans ce cas, en rappelant que
w = P |c|q =
B|c|
qxi0yj0
) :
3Rk(x)
|w| 6
3Rx
3
2
i0
y
3
2
j0
B
1
2 q
1
2 |xk||c| 12
6 1,
et donc en utilisant la majoration triviale xk ≪ xi0 :
yj0 ≪
q
1
3 |c| 13B 13
R
2
3x
1
3
i0
,
ce qui va nous permettre de majorer le facteur
(
xi0yj0√
B|c|
)r
de la somme (54)
par
(56)
x
2r
3
i0
q
r
3
R
2r
3 B
r
6 |c| 2r3
.
On obtient alors, avec (56) et (55) la majoration suivante de (54), (qui sera
vraie meˆme pour I vide, e´tant donne´ que ce cas correspond a` r = 0, et donc
(56) =
(
xi0yj0√
B|c|
)r
= 1) :
(57)
(54)≪ Bn+ 12
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xn+1i0 y
n+1
j0
∑
c 6=0
|c|≪B 16+δ
∑
q≪Q
q−n−2
∑
(xi)i6=i0
I(x)=I
∑
(a′j )j 6=j0∈(Z/qZ)n
wε(x)|Sq(x,a′)(c)|

 Rn−rx
3(n−r)
2
+1
i0
y
3(n−r)
2
+1
j0
q
n−r
2
+1|c|n−r2 B n−r2 ∏k 6=j0
k/∈I
|xk|



 x 2r3i0 q r3
R
2r
3 B
r
6 |c| 2r3


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= Bn+
1
2
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xn+1i0 y
n+1
j0
∑
c 6=0
|c|≪B 16+δ
∞∑
q=1
q−n−2
∑
(xi)i6=i0
I(x)=I
∑
(a′j)j 6=j0∈(Z/qZ)n
wε(x)∏
k 6=j0
k/∈I
|xk| |Sq(x,a
′)(c)|

Rn−rx 3(n−r)2 +1i0 y 3(n−r)2 +1j0
q
n−r
2
+1|c|n−r2 B n−r2



 x 2r3i0 q r3
R
2r
3 B
r
6 |c| 2r3

 .
Nous allons a` pre´sent majorer la somme
∑
(xi)i6=i0
I(x)=I
∑
(a′j )j 6=j0∈(Z/qZ)n
wε(x)∏
k 6=j0
k/∈I
|xk| |Sq(x,a
′)(c)|,
(pour i0 6= j0 dans un premier temps) par des me´thodes analogues a` celles
que nous avons utilise´es pour e´tablir les majorations des lemmes 3.4 et 3.7.
Supposons dans un premier temps que l’entier i0 n’appartient pas a` I. On
peut alors majorer la somme ci-dessus par
1
xi0
∑
(xi)i6=i0
∑
(a′j )j 6=j0∈(Z/qZ)n
wε(x)∏
k 6=i0,j0
k/∈I
|xk| |Sq(x,a
′)(c)|,
(on ne tient plus compte de la condition I(x) = I sur les x). En remarquant
que cette somme est majore´e par
(58)
∑
d∈(Z/qZ)∗

 ∏
k 6=i0,j0
k/∈I
∑
xk
wε(xk)
|xk|
∑
a′
k
∈Z/qZ
∣∣∣∣∣∣
∑
b∈Z/qZ
eq((dxka
′
k + ck)b)
∣∣∣∣∣∣


×

∏
k∈I
∑
xk
wε(xk)
∑
a′
k
∈Z/qZ
∣∣∣∣∣∣
∑
b∈Z/qZ
eq((dxka
′
k + ck)b)
∣∣∣∣∣∣


×

 1
xi0
∑
a′i0
∈Z/qZ
∣∣∣∣∣∣
∑
b∈Z/qZ
eq((dxi0a
′
i0 + ci0)b)
∣∣∣∣∣∣


×

∑
xj0
wε(xj0)
∣∣∣∣∣∣
∑
b∈Z/qZ
eq((dxj0yj0 + cj0)b)
∣∣∣∣∣∣

 ,
puis, en majorant trivialement le troisie`me facteur par 1xi0
q2, le quatrie`me
par xi0q et en remarquant que les sommes sur b valent q lorsque xka
′
k ≡
−d−1ck(q) et 0 sinon, on obtient une majoration
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(59)
(58)≪ qn+2
∑
d∈(Z/qZ)∗

 ∏
k 6=i0,j0
k/∈I
∑
xk
wε(xk)
|xk| card{a
′
k ∈ Z/qZ | xka′k ≡ −d−1ck(q)}


×
(∏
k∈I
∑
xk
wε(xk) card{a′k ∈ Z/qZ | xka′k ≡ −d−1ck(q)}
)
Par les meˆmes calculs que pour le lemme 3.7, on trouve que le deuxie`me
facteur est majore´ par xri0q
rǫ1 , avec un ǫ1 > 0 arbitrairement petit. Pour le
premier facteur on pose q = pe11 ...p
es
s , et on e´crit :
∑
xk
wε(xk)
|xk| card{a
′
k ∈ Z/qZ | xka′k ≡ −d−1ck(q)}
≪
∑
fl6el
l∈{1,...,s}
∑
xk
p
f1
1 ...p
fs
s |xk
wε(xk)
|xk| p
f1
1 ...p
fs
s
≪
∑
fl6el
l∈{1,...,s}
∑
h6
xi0
p
f1
1
...p
fs
s
1
hpf11 ...p
fs
s
pf11 ...p
fs
s
≪
∑
fl6el
l∈{1,...,s}
∑
h6xi0
1
h
≪ qǫ2 log(xi0)
pout ǫ2 > 0 arbitrairement petit. On a ainsi que le premier facteur de
(59) est majore´ par q(n−1−r)ǫ2 log(xi0)n−1−r. Par conse´quent, on obtient la
majoration suivante a` partir de (59) :
∑
(xi)6=i0
I(x)=I
∑
(a′j )j 6=j0∈(Z/qZ)n
wε(x)∏
k 6=j0
k/∈I
|xk| |Sq(x,a
′)(c)| ≪ qn+3+ǫxri0 log(xi0)n−1−r,
avec ǫ = rǫ1 + (n − 1− r)ǫ2 arbitrairement petit.
Si l’on suppose que i0 ∈ I, on obtient plus ou moins la meˆme formule
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que pour (58) :
(60)
∑
d∈(Z/qZ)∗

∏
k 6=j0
k/∈I
∑
xk
wε(xk)
|xk|
∑
a′
k
∈Z/qZ
∣∣∣∣∣∣
∑
b∈Z/qZ
eq((dxka
′
k + ck)b)
∣∣∣∣∣∣


×

∏
k∈I
k 6=i0
∑
xk
wε(xk)
∑
a′
k
∈Z/qZ
∣∣∣∣∣∣
∑
b∈Z/qZ
eq((dxka
′
k + ck)b)
∣∣∣∣∣∣


×

 ∑
a′i0
∈Z/qZ
∣∣∣∣∣∣
∑
b∈Z/qZ
eq((dxi0a
′
i0 + ci0)b)
∣∣∣∣∣∣


×

∑
xj0
wε(xj0)
∣∣∣∣∣∣
∑
b∈Z/qZ
eq((dxj0yj0 + cj0)b)
∣∣∣∣∣∣

 .
Par les meˆmes estimations que pre´ce´dement, on voit que l’on peut majorer le
premier facteur par qn−r+(n−r)ǫ2 log(xi0)n−r, le deuxie`me par qr−1+(r−1)ǫ1x
r−1
i0
,
le troisie`me par q2 et le quatrie`me par qxi0 , ce qui nous donne donc la meˆme
majoration que dans le cas i0 /∈ I, a` un facteur log(xi0) supple´mentaire pre`s :
(61)∑
(xi)i6=i0
I(x)=I
∑
(a′j)j 6=j0∈(Z/qZ)n
wε(x)∏
k 6=j0
k/∈I
|xk| |Sq(x,a
′)(c)| ≪ qn+3+ǫxri0 log(xi0)n−r.
Remarque 3.12. Lorsque l’on est dans le cas i0 = j0, on peut voir par le
meˆme type de calculs que l’on trouve l’estimation suivante :∑
(xi)i6=i0
I(x)=I
∑
(a′j )j 6=j0∈(Z/qZ)n
wε(x)∏
k 6=j0
k/∈I
|xk| |Sq(x,a
′)(c)| ≪ qn+2+ǫxri0 log(xi0)n−r.
La majoration (61) reste donc valable dans le cas i0 = j0.
En utilisant cette dernie`re majoration (61) dans la formule (57) on ob-
tient un terme d’erreur :
(57)≪ Bn+ 12
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xn+1i0 y
n+1
j0
∑
c 6=0
|c|≪B 16+δ
∑
q≪Q
q1+ǫxri0 log(xi0)
n−r

Rn−rx 3(n−r)2 +1i0 y 3(n−r)2 +1j0
q
n−r
2
+1|c|n−r2 B n−r2



 x 2r3i0 q r3
R
2r
3 B
r
6 |c| 2r3


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que l’on re´e´crit, en rappelant que, d’apre`s la remarque 3.10, on ne conside`re
que les xi0 , yj0 tels que xi0 6 yj0 et yj0 >
√
q :
B
n
2
+ r
3
+ 1
2Rn−
5r
3
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xri0
xri0
x
2r
3
i0
y
2r
3
j0︸︷︷︸
61
x
3(n−r)
2
+1
i0
xn−r+1i0
y
3(n−r)
2
+1
j0
yn−r+1j0
log(xi0)
n−r
∑
q≪Q
qǫ−
n
2
+ 5r
6
y
r
3
j0︸ ︷︷ ︸
≪qǫ−n2 + 2r3
∑
c6=0
|c|≪B 16+δ
1
|c|n2+ r6
︸ ︷︷ ︸
≪(B 16+δ)n2 − r6+1
=B
n
12−
r
36+
1
6+δ
′
(avec δ′ = δ(n2 − r6+1) arbitrairement petit), et on obtient ainsi une majora-
tion finale (en rappelant queR = Bλ, avec λ > 0 qui sera fixe´ ulte´rieurement,
et xi0yj0 6 B
2
3 ) :
(62)
B
7n
12
+ 11r
36
+ 1
2
+ 1
6
+(n− 5r
3
)λ+δ′ log(B)n−r
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)x
n−r
2
i0
y
n−r
2
j0
∑
q≪Q
qǫ−
n
2
+ 2r
3
≪ B 11n12 − r36+ 43+(n− 5r3 )λ+δ′′
∑
q≪Q
qǫ−
n
2
+ 2r
3 .
(pour un certain δ′′ > 0 arbitrairement petit. On note a` pre´sent l’exposant
λ sous la forme λ = βn , avec β > 0. Dans le cas ou` ǫ− n2 + 2r3 6 −1, on peut
majorer la somme sur q par log(B), et on obtient ainsi un terme d’erreur du
type
B
11n
12
− r
36
+ 4
3
+(n− 5r
3
)λ+δ′′ ≪ B 11n12 + 43+nλ+δ′′ ,
qui est alors du type O(Bn) pour tout
(63) n > 16 + 12nλ = 16 + 12β,
(et pour δ′′ et ǫ choisis suffisamment petits). Si l’on a ǫ− n2 + 2r3 > −1, alors
on a la majoration :∑
q≪Q
qǫ−
n
2
+ 2r
3 ≪ Q1+ǫ−n2+ 2r3 = B 12+ r3−n4+ ǫ2 ,
31
et donc, avec (62) on trouve un terme d’erreur du type O(Bα log(B)), avec
α =
2n
3
+
11r
36
+ 2 +
ǫ
2
+ (n − 5r
3
)λ+ δ′
=
2n
3
+ (
11
36
− 5
3
λ)r + 2 +
ǫ
2
+ nλ+ δ′
6
2n
3
+ (
11
36
− 5
3
λ)n+ 2 +
ǫ
2
+ nλ+ δ′
=
35n
36
+ 2 +
ǫ
2
− 2n
3
λ+ δ′
(en effet, on peut supposer que 1136 − 53λ > 0, car dans le cas contraire, on a
alors λ > 1160 , ce qui vient contredire l’ine´galite´ (63)). Le terme d’erreur est
donc du type O(Bn) pour
(64) n > 72− 24nλ = 66− 24β,
(et pour δ′ et ǫ choisis assez petits). On en de´duit, en regroupant les ine´galite´s
(63) et (64), que la partie I ′(c) de l’inte´grale I(c) fournit un terme d’erreur
du type O(Bn) pour tout entier n > min{16 + 12β, 72 − 24β}, et on re-
marque que cette borne infe´rieure pour n est minimale pour β = 149 et vaut
104
3 ∈ [34, 35].
On peut donc finalement conclure que d’apre`s les re´sultats obtenus dans
la section 3.1, ceux de la page 21 et ceux de la page 32 on a la proposition
suivante :
Proposition 3.13. Pour tout n > 35, on a que :∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
∑
(xi)i6=i0
(yj)j 6=j0
wε(x,y)
∑
c 6=0
∑
q≪Q
q−n−1Sq(x,y)(c)Iq(x,y)(c) = Oε(Bn).
4 Le terme principal
4.1 Ge´ne´ralite´s
On suppose de´sormais que n > 37. Rappelons que l’on cherche a` montrer
que la somme (25) est du type Ci0,j0B
n log(B)2 (ou` Ci0,j0 est une constante
que nous expliciterons) et d’apre`s la proposition 3.13, on constate qu’il nous
reste a` traiter la partie c = 0 de cette somme. Nous allons donc chercher a`
montrer que la somme :
(65) Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xn+1i0 y
n+1
j0
∑
(xi)i6=i0
(yj)j 6=j0 ,
wε(x,y)
∑
q≪Q
q−n−1Sq(x,y)(0)I(0)
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avec
(66) Sq(x,y)(0) =
∑
d∈(Z/qZ)∗
∑
b∈(Z/qZ)n+1
eq(dx.y.b),
et (voir (22))
(67) I(0) =
∫
Rn+1
wε(u)h
(
q
Q
,
x.y.u
xi0yj0
)
du.
fournit un terme principal du type Ci0,j0B
n log(B)2(1 + oǫ→0(1)).
Nous allons voir avant tout, par des me´thodes analogues a` celles qui ont
e´te´ de´veloppe´es pour le terme d’erreur, que l’on peut restreindre la somme
sur q aux entiers q 6 xi0yj0. Remarquons avant tout que la somme
Sq(x,y)(0) =
∑
d∈(Z/qZ)∗
∑
b∈(Z/qZ)n+1
eq(dx.y.b)
vaut qn+1ϕ(q) si xkyk ≡ 0(q) pour tout k, et 0 sinon. Par ailleurs, si q >
xi0yj0, xkyk ≡ 0(q) e´quivaut a` xk = 0 ou yk = 0. Or, sur suppwε(x,y) on a
xk 6= 0 et yk 6= 0 pour tout k. On peut donc exclure le cas ou` q > xi0yj0 (en
fait, nous verrons ulte´rieurement que l’on peut se restreindre a` la somme sur
q 6 min{xi0 , yj0}).
On souhaite donc e´valuer le terme principal (65). On peut re´e´crire la
formule (65) sous la forme :
(68) Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xn+1i0 y
n+1
j0
∑
q≪Q
∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j)j 6=j0∈(Z/qZ)n
q−n−1Sq(a,a′)(0)I(a,a′)
ou` l’on a pose´
(69) I(a,a′) =
∑
xi≡ai(q),i 6=i0
yj≡a′j(q),j 6=j0
wε(x,y)
∫
Rn+1
wε(u)h
(
q
Q
,
x.y.u
xi0yj0
)
du,
ou` a (resp. a′) de´signe le vecteur de (Z/qZ)n+1 dont les coordonne´es sont
les ai pour i 6= i0 (resp. a′j pour j 6= j0) et xi0 mod q pour i = i0 (resp.
yj0 mod q pour j = j0). Pour traiter ce terme principal, il est ne´cessaire de
traiter se´pare´ment le cas i0 = j0 et le cas i0 6= j0.
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4.2 Le cas ou` i0 = j0
On suppose dans cette partie que i0 = j0. Commenc¸ons par remplacer
la variable ui0 par t =
x.y.u
xi0yi0
= ui0 +
∑
k 6=i0
xkykuk
xi0yi0
. On a alors
I(a,a′) =
∑
xi≡ai(q),i 6=i0
yj≡a′j(q),j 6=i0
∫
R
wε(x,y)J(t)h
(
q
Q
, t
)
dt
avec
J(t) =
∫
Rn
wε(uˆ, t)duˆ
(uˆ de´signant u prive´e de la variable ui0) ou` wε(uˆ, t) est la nouvelle fonction
poids (cf. (8) pour l’ancienne fonction poids)
wε(uˆ, t) =

∏
k 6=i0
ωε (1− |uk|)ωε
(
|uk| − 1
P
)
ωε

1−
∣∣∣∣∣∣t−
∑
k 6=i0
xkykuk
xi0yi0
∣∣∣∣∣∣

ωε


∣∣∣∣∣∣t−
∑
k 6=i0
xkykuk
xi0yi0
∣∣∣∣∣∣− 1P

 .
On applique ensuite le lemme suivant (cf. [HB1, Lemme 9])
Lemme 4.1. On a pour tout entier N > 0 :∫
R
J(t)h
(
q
Q
, t
)
dt = J(0) +O
((
q
Q
)N)
.
Nous allons a` pre´sent montrer que l’on peut restreindre la somme sur q
aux entiers q 6 min{xi0 , yj0}. Rappelons dans un premier temps que l’on
a suppose´ xi0yj0 > q. Quitte a` intervertir xi0 et yj0 , on peut supposer que
xi0 6 yj0 . On a donc yj0 >
√
q. Supposons donc que l’on a xi0 < q. On
remarque que d’apre`s le lemme 4.1, on a que∫
R
J(t)h
(
q
Q
, t
)
dt = O(1),
on peut donc donner la majoration suivante du terme principal :
(70)
(68)≪ Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xn+1i0 y
n+1
j0
∑
q6Q
xi0<q
q−n−1
∑
(xi)i6=i0
(a′j)j 6=j0∈(Z/qZ)n
wε(x)Sq(x,a
′)(0)
∑
yj≡a′j(q),j 6=j0
wε(y).
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Par ailleurs, on peut majorer la partie
∑
yj≡a′j(q),j 6=j0 wε(y) par
ynj0
q
n
2
, et
en utilisant la majoration (43) et la remarque 3.9, on trouve :∑
(xi)i6=i0
(a′j)j 6=j0∈(Z/qZ)n
wε(x)Sq(x,a
′)(0)≪ qn+3+ǫxni0 .
On obtient donc, en utilisant le fait que xi0 < q :
(71) (68)≪ Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xi0yj0
∑
q6Q
xi0<q
q−
n
2
+2+ǫ
≪ Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xi0yj0
∑
q6Q
xi0<q
q−
n
2
+2+ǫ q
xi0
= Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
x2i0yj0
∑
q6Q
xi0<q
q−
n
2
+3+ǫ.
Or, on a que
∑
q6Q
xi0<q
q−
n
2
+3+ǫ est convergente pour tout n > 9 et
Bn
∑
xi06yj0
wε(xi0 ,yj0 )
x2i0
yj0
= O(Bn log(B)), qui sera donc ne´gligeable par rap-
port au reste de la somme (68) qui sera du type O(Bn log(B)2). On peut
donc restreindre la somme aux entiers q tels que q 6 xi0 et q 6 yj0.
On ne conside`re dore´navant que des entiers q tels que q 6 xi0 et q 6 yj0 et
nous allons a` pre´sent nous inte´resser a` la partie O(( qQ)
N ) de la de´composition
du lemme 4.1, et montrer que cette partie fournit un terme ne´gligeable : on
choisit N = n/2, et on obtient alors une contribution :
B
3n
4
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xn+1i0 y
n+1
j0
∑
q6Q
∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j )j 6=i0∈(Z/qZ)n
q−
n
2
−1Sq(a,a′)(0)
∑
xi≡ai(q),i 6=i0
yj≡a′j(q),j 6=j0
wε(x,y).
En utilisant les majorations
∑
xi≡ai(q),i 6=i0
yj≡a′j(q),j 6=j0
wε(x,y)≪
xni0y
n
j0
q2n
,
(e´tant donne´ que l’on a suppose´ q 6 min{xi0yj0}) et∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j )j 6=j0∈(Z/qZ)n
Sq(a,a
′)(0)≪ q3+2n+ǫ
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(majoration issue du lemme 3.4), on obtient un terme d’erreur :
B
3n
4
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xi0yj0
∑
q6Q
q2−
n
2
+ǫ ≪ B 3n4
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xi0yj0
≪ B 3n4 log(B)2
qui est du type O(Bn) pour tout n > 7.
On s’inte´resse donc a` pre´sent au terme principal
(72) Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xn+1i0 y
n+1
j0
∑
q6Q
xi0<q
∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j )j 6=j0∈(Z/qZ)n
q−n−1Sq(a,a′)(0)
∑
xi≡ai(q),i 6=i0
yj≡a′j(q),j 6=j0
wε(x,y)
∫
Rn
wε(0, uˆ)duˆ.
On remarque que l’on a :
∑
xi≡ai(q),i 6=i0
yj≡a′j(q),j 6=j0
wε(x,y) =

∏
i 6=i0
∑
xi≡ai(q)
wε(xi)



∏
j 6=j0
∑
yj≡a′j(q)
wε(yj)


=

∏
i 6=i0
∑
zi
wε(ai + qzi)



∏
j 6=j0
∑
z′j
wε(a
′
j + qzj)


On remarque e´galement que, par la formule sommatoire d’Euler, la somme∑
zi
wε(ai + qzi) vaut :
(73)
∫
R
wε(ai + qzi)dzi +
∫
R
(zi − ⌊zi⌋) ∂
∂zi
(wε(ai + qzi))dzi.
Par ailleurs,
∂
∂zi
(wε(xi0 , ai + qzi)) =
q
xi0
ω′ε
(
1− |ai + qzi|
xi0
)
ωε
( |ai + qzi|
xi0
− 1
xi0
)
+
q
xi0
ωε
(
1− |ai + qzi|
xi0
)
ω′ε
( |ai + qzi|
xi0
− 1
xi0
)
est non nul et vaut O(qx−1i0 ) sur un ensemble de mesure Oǫ(xi0q
−1). Ainsi,
on a ∑
zi
wε(ai + qzi) =
1
q
∫
R
wε(xi)dxi︸ ︷︷ ︸
=O(q−1xi0 )
+O(1),
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pour tout i 6= i0. On a de meˆme avec les yj :∑
z′j
wε(a
′
j + qz
′
j) =
1
q
∫
R
wε(yj)dyj︸ ︷︷ ︸
=O(q−1yj0 )
+O(1),
pour tout j 6= j0. Par conse´quent, on trouve
∑
xi≡ai(q),i 6=i0
yj≡a′j(q),j 6=j0
wε(x,y) =
1
q2n
∫
R2n
wε(x,y)dx
′dy′
+O(q−2n+1xn−1i0 y
n−1
j0
max{xi0 , yj0}).
On remarque alors que le terme d’erreur issu de cette e´galite´ est (en
utilisant le lemme 3.4) :
Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)max{xi0 , yj0}
x2i0y
2
j0
∑
q6Q
∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j )j 6=j0∈Z/qZ
q−3nSq(a,a′)(0)
≪ Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
x2i0y
2
j0
max{xi0 , yj0}
∑
q6Q
q3−n+ε
≪ Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
x2i0y
2
j0
max{xi0 , yj0} ≪ Bn log(B).
Le terme principal est alors :
Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xn+1i0 y
n+1
j0
∑
q6Q
∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j )j 6=j0∈(Z/qZ)n
q−3n−1Sq(a,a′)(0)
∫
R3n
wε(x,y)wε(0, uˆ)dx
′dy′duˆ.
Que l’on re´e´crit, apre`s changement de variables x = xi0ß et y = yj0t :
Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xi0yj0
∑
q6Q
∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j )j 6=j0∈(Z/qZ)n,
q−3n−1Sq(a,a′)(0)
∫
R3n
wε(ß, t)wε(0, uˆ)dß
′dt′duˆ.
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Puis, en notant
χ˜i0,i0(ß
′, t′,u) =


1 si |ß′| ∈ [ 1xi0 , 1], |t
′| ∈ [ 1yi0 , 1], |uˆ| ∈ [
1
P , 1]
et
∣∣∣∑k 6=i0 xkykukxi0yj0
∣∣∣ ∈ [ 1P , 1]
0 sinon,
on remarque que wε(ß, t)wε(u) → χ˜i0,i0(ß′, t′, uˆ) lorsque ε → 0, et qu’ainsi
on a ∫
R3n
wε(ß, t)wε(0, uˆ)dß
′dt′duˆ = σ˜i0,i0 +O(ε)
ou`
σ˜i0,i0 =
∫
R3n
χ˜i0,i0(ß
′, t′, uˆ)dß′dt′duˆ.
Nous voudrions a` pre´sent remplacer χ˜i0,i0 par χi0,i0 , avec :
χi0,i0(ß
′, t′,u) =
{
1 si |ß′|, |t′|, |uˆ| 6 1 et
∣∣∣∑k 6=i0 sktkuk∣∣∣ 6 1
0 sinon.
Or il est clair que l’on a :
(χi0,i0 − χ˜i0,i0)(ß′, t′,u) =


1 si min |si| < 1xi0
ou min |tj | < 1yi0
ou min |uk| < 1P
ou
∣∣∣∑k 6=i0 sktkuk∣∣∣ < 1P
0 sinon.
Par conse´quent, si l’on note
σi0,i0 =
∫
R3n
χi0,i0(ß
′, t′, uˆ)dß′dt′duˆ,
on trouve :
σi0,i0 − σ˜i0,i0 =
∫
R3n
(χi0,i0 − χ˜i0,i0)(ß′, t′,u)dß′dt′duˆ≪ min{
1
xi0
,
1
yi0
,
1
P
}
et on a ainsi que
Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xi0yj0
∑
q6Q
∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j )j 6=j0∈(Z/qZ)n
q−3n−1Sq(a,a′)(0)(σi0,i0 − σ˜i0,i0)
= O(Bn log(B)).
Ainsi, dans le cas ou` i0 = j0, le terme principal sera donne´ par :
σi0,i0B
n
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xi0yj0
∑
q6Q
∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j)j 6=j0∈(Z/qZ)n
q−3n−1Sq(a,a′)(0).
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4.3 Le cas ou` i0 6= j0
Supposons a` pre´sent que i0 6= j0. Nous allons se´parer la formule en deux
parties, en distinguant deux cas :
On introduit a` cette fin les fonctions poids :
wε,1(x,y) =

 ∏
k 6=i0,j0
wε(xk)wε(yk)

wε(yi0)wε,1(yi0 , xj0),
ou`
wε,1(yi0 , xj0) = wε(xj0)ωε
( |xj0 |
xi0
− |yi0 |
yj0
)
,
(cette fonction poids est la fonction poids traduit la condition supple´mentaire
|xj0yj0 | > |xi0yi0 |) et
wε,2(x,y) =

 ∏
k 6=i0,j0
wε(xk)wε(yk)

wε(xj0)wε,2(xj0 , yi0),
ou`
wε,2(yi0 , xj0) = wε(yi0)
(
1− ωε
( |yi0 |
yj0
− |xj0 |
xi0
))
(cette fonction permet de prendre en compte la condition supple´mentaire
|xj0yj0 | 6 |xi0yi0 |). On a alors
wε(x,y) = wε,1(x,y) + wε,2(x,y),
et on peut donc de´composer l’inte´grale :
I(a,a′) = I1(a,a′) + I2(a,a′),
ou`
Il(a,a
′) =
∑
xi≡ai(q),i 6=i0
yj≡a′j(q),j 6=j0
wε,l(x,y)
∫
Rn+1
wε(u)h
(
q
Q
,
x.y.u
xi0yj0
)
du.
Nous allons traiter la partie de la somme (68) correspondant a` I1(a,a
′)
(la partie correspondant a` I2(a,a
′) se traitant de manie`re analogue, par
syme´trie). On remplace alors la variable uj0 de l’inte´grale I1(a,a
′) par t =
x.y.u
xi0yj0
=
xj0
xi0
uj0 +
∑
k 6=j0
xkykuk
xi0yj0
. On obtient alors :
I1(a,a
′) = xi0
∑
xi≡ai(q),i 6=i0
yj≡a′j(q),j 6=j0
∫
R
wε,1(x,y)
|xj0 |
J(t)h
(
q
Q
, t
)
dt
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avec
J(t) =
∫
Rn
wε(uˆ, t)duˆ
(uˆ de´signant u prive´e de la variable uj0) ou` wε(uˆ, t) est la nouvelle fonction
poids
wε(uˆ, t) =

∏
k 6=j0
ωε (1− |uk|)ωε
(
|uk| − 1
P
)
ωε

1− xi0|xj0 |
∣∣∣∣∣∣t−
∑
k 6=j0
xkykuk
xi0yj0
∣∣∣∣∣∣

ωε

 xi0
|xj0 |
∣∣∣∣∣∣t−
∑
k 6=j0
xkykuk
xi0yj0
∣∣∣∣∣∣− 1P

 .
Nous allons tout d’abord remarquer que l’inte´grale∫
R
J(t)h
(
q
Q
, t
)
dt
est du type O(1). En effet, on remarque que |J(t)| ≪ 1 et a un support de
type O(1), on en de´duit que∫
R
J(t)h
(
q
Q
, t
)
dt≪
∫
|t|≪1
∣∣∣∣h
(
q
Q
, t
)∣∣∣∣ dt.
On a par ailleurs pour tout |t| > qQ , d’apre`s [HB1, Lemme 5] :
h
(
q
Q
, t
)
≪
(
q
Q
)−1(( q
Q
)2(
1 +
1
|t|2
))
et on en de´duit que ∫
q
Q
6|t|≪1
∣∣∣∣h
(
q
Q
, t
)∣∣∣∣ dt≪ 1.
Par ailleurs, si |t| 6 qQ , on majore trivialement h
(
q
Q , t
)
par Qq (toujours a`
l’aide de [HB1, Lemme 5]), et on a alors∫
|t|6 q
Q
∣∣∣∣h
(
q
Q
, t
)∣∣∣∣ dt≪ Qq
∫
|t|6 q
Q
dt≪ 1.
On a donc bien e´tablit que
(74)
∫
R
J(t)h
(
q
Q
, t
)
dt≪ 1.
Ceci va nous permettre entre autres de montrer que l’on peut restreindre
la somme sur q aux entiers q 6 min{xi0 , yj0}. On suppose dans un premier
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temps que q > min{xi0 , yj0}, et puisque l’on a suppose´ que xi0yj0 > q, on a
que xi0 < q, yj0 >
√
q (cas (1)) ou yj0 < q, xi0 >
√
q (cas (2)). Conside´rons
d’abord le cas (1) : d’apre`s la majoration (74), on peut majorer le terme
principal (68) par :
Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xni0y
n+1
j0
∑
q6Q
xi0<q
q−n−1
∑
(xi)i6=i0
(a′j)j 6=j0∈(Z/qZ)n
wε(x)
|xj0 |
Sq(x,a
′)(0)
∑
yj≡a′j(q),j 6=j0
wε(y)
En utilisant le fait que yj0 >
√
q :
∑
yj≡a′j(q),j 6=j0
wε(y)≪
ynj0
q
n
2
.
En majorant par ailleurs la partie
∑
(xi)i6=i0
(a′j)j 6=j0∈(Z/qZ)n
wε(x)
|xj0 |
Sq(x,a
′)(0)≪
∑
(xi)i6=i0
(a′j)j 6=j0∈(Z/qZ)n
wε(x)Sq(x,a
′)(0)
par xni0q
3+n+ǫ a` l’aide du lemme 3.7, on obtient finalement un terme d’erreur :
Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
yj0
∑
q6Q
xi0<q
q2−
n
2
+ǫ
≪ Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
yj0
x
3−n
2
+ǫ
i0
≪ Bn log(B),
pour tout n > 9. Pour le cas (2) le terme principal devient
Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xni0y
n+1
j0
∑
q6Q
yj0<q
q−n−1
∑
(yj)j 6=j0
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
wε(y)Sq(x,a
′)(0)
∑
xi≡ai(q),i 6=i0
wε(x)
|xj0 |
.
Puisque |xi0yi0 | 6 |xj0yj0 |, on a 1|xj0 | 6
yj0
xi0
1
|yi0 |
et la formule ci-dessus peut
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donc eˆtre majore´e par :
Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xni0y
n+1
j0
∑
q6Q
yj0<q
q−n−1
∑
(yj)j 6=j0
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
wε(y)
|yi0 |
Sq(x,a
′)(0)
∑
xi≡ai(q),i 6=i0
wε(x).
On effectue alors les majorations :
∑
xi≡ai(q),i 6=i0
wε(x)≪
xni0
q
n
2
,
et (par le lemme 3.7)
∑
(yj)j 6=j0
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
wε(y)
|yi0 |
Sq(x,a
′)(0)≪ ynj0q3+n+ǫ.
On trouve alors comme pour le cas (1) la majoration du terme d’erreur :
Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xi0
∑
q6Q
yj0<q
q2−
n
2
+ǫ ≪ Bn log(B)
pour tout n > 9.
Par conse´quent la somme sur les entier q tels que q > min{xi0 , yj0}
donne un terme ne´gligeable par rapport a` Bn log(B)2. On ne conside´rera
donc dore´navant que des entiers q 6 min{xi0 , yj0}.
Nous allons a` pre´sent donner une expression plus pre´cise de l’inte´grale∫
R
J(t)h
(
q
Q , t
)
dt. On commence par remarquer que l’on peut supposer que
q
Q 6
|xj0 |
xi0
. En effet, dans le cas contraire, on remarque que la somme (65)
fournit un terme ne´gligeable par rapport a` Bn log(B)2 : si l’on restreint la
somme (68) aux entiers xj0 tels que
q
Q >
|xj0 |
xi0
, alors en majorant l’inte´grale∫
R
J(t)h
(
q
Q , t
)
dt par 1 (cf. (74)) on trouve
I(a,a′)≪
∑
xi≡ai(q),i 6=i0
yj≡a′j(q),j 6=j0
wε,1(x,y)
|xj0 |
,
et on obtient une partie du terme principal du type :
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Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xni0y
n+1
j0
∑
q6Q
∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j )j 6=j0∈(Z/qZ)n
q−n−1Sq(a,a′)(0)
∑
xi≡ai(q),i 6=i0
yj≡a′j(q),j 6=j0
wε,1(x,y)
|xj0 |
.
En supposant que
|xj0 |
xi0
6
q
Q , (et de meˆme
|yi0 |
yj0
6
q
Q puisque |xi0yi0 | 6
|xj0yj0 |) on a donc |xj0 | 6 qQxi0 (ainsi que |yi0 | 6 qQyj0), ce qui nous permet
de donner la majoration :
∑
xi≡ai(q),i 6=i0
yj≡a′j(q),j 6=j0
wε,1(x,y)
|xj0 |
≪
∑
xi≡ai(q),i 6=i0
yj≡a′j(q),j 6=j0
wε,1(x,y)
≪ x
n−1
i0
yn−1j0
q2n−2
q2
Q2
xi0yj0 = B
−1x
n
i0
ynj0
q2n−4
,
et par le lemme 3.4, ∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j)j 6=j0∈(Z/qZ)n
Sq(a,a
′)(0)≪ q3+2n+ǫ,
et on obtient finalement un terme d’erreur :
Bn−1
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
yj0
∑
q6Q
q6−n+ǫ ≪ Bn− 13 ,
(en rappelant que xi0yj0 6 B
2
3 sur le support de wε(xi0 , yj0)) qui est ne´gligeable
par rapport a` Bn log(B)2. On peut donc supposer que l’on a qQ 6
xj0
xi0
.
Nous allons a` pre´sent majorer
∫
R
J(t)h
(
q
Q , t
)
dt l’aide du lemme suivant
inspire´ de [HB1, Lemme 9] :
Lemme 4.2. On a pour tout entier M > 0, pour qQ <
|xj0 |
xi0
:
∫
R
J(t)h
(
q
Q
, t
)
dt = J(0) +O
((
xi0
|xj0 |
q
Q
)M)
.
De´monstration. On pose X =
(
q
Q
xj0
xi0
) 1
2 } > qQ . D’apre`s [HB1, Lemme 5] on
a
h(
q
Q
, t)≪
(
q
Q
)N−1
+
(
q
Q
)N−1 1
|t|N ≪
(
q
Q
)N−1 1
|t|N ,
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pour tout t tel que qQ 6 |X| < |t| ≪ 1. Etant donne´ que |J(t)| ≪ 1 (uˆ 7→
wε(uˆ, t) e´tant borne´ sur un support de mesure O(1)) et de support O(1), on
a que :∫
|t|>X
J(t)h
(
q
Q
, t
)
dt≪
∫
X6|t|≪1
∣∣∣∣h
(
q
Q
, t
)∣∣∣∣ dt
≪
∫
X6|t|≪1
(
q
Q
)N−1 1
|t|N dt
≪
((
q
Q
)
X−1
)N−1
=
(
xi0
|xj0 |
q
Q
)N−1
2
,
et on obtient un O
((
xi0
|xj0 |
q
Q
)M)
pour cette partie de l’inte´grale, en pre-
nant N = 2M + 1.
Pour |t| 6 X, on de´veloppe J(t) en se´rie de Taylor au voisinage de 0.
En remarquant que pour tout k > 0, d
k
dtk
wε(uˆ, t)≪
(
xi0
|xj0 |
)k
, on voit que la
de´composition en se´rie de Taylor de J(t) a` l’ordre 2M donne un polynoˆme en
t de degre´ 2M et un terme d’erreur O
((
xi0
|xj0 |
X
)2M+1)
. Puisque h( qQ , t)≪(
Q
q
)
ce terme d’erreur donne une contribution
O
(
Q
q
(
xi0
|xj0 |
)2M+1
X2M+2
)
= O
((
q
Q
xi0
|xj0 |
)M)
pour l’inte´grale conside´re´e. Le terme principal de la de´composition de Taylor
est de la forme :
J(0) +
2M∑
k=1
αk(uˆ)
(
xi0
|xj0 |
)k
tk
ou` αk(uˆ) est une fonction poids a` valeurs O(1) sur un support de type O(1).
On remarque, en utilisant [HB1, Lemme 8], que pour tout k > 1 et pour
tout entier N > 0, on a (en rappelant que qQ 6 |X| ≪ 1) :(
xi0
|xj0 |
)k ∫ X
−X
tkh(
q
Q
, t)dt≪
(
xi0
|xj0 |
)k
Xk
(
X
(
q
Q
)N−1
+
(
q
Q
X−1
)N)
≪
(
q
Q
xi0
|xj0 |
) k
2
︸ ︷︷ ︸
61
(
q
Q
xi0
|xj0 |
)N
2
≪
(
q
Q
xi0
|xj0 |
)M
,
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en choisissant N = 2M .
Enfin, en utilisant [HB1, Lemme 6], on remarque que le terme principal
de la de´composition de Taylor nous donne (pour tout N > 0) :
J(0)
∫ X
−X
h(
q
Q
, t)dt = J(0)
(
1 +O
(
X
(
q
Q
)N−1
+
(
q
Q
X−1
)N))
= J(0) +O
((
q
Q
xi0
|xj0 |
)N
2
)
.
On obtient alors le re´sultat en prenant N = 2M .
Nous allons a` pre´sent montrer que le terme d’erreur issu de ce lemme
donne dans (68) un terme ne´gligeable par rapport a` Bn log(B)2. Le terme
d’erreur du lemme 4.2 applique´ avec M = 1 vaut alors
O
(
xi0
|xj0 |
q
Q
)
= O
(
yj0
|yi0 |
q
Q
)
en utilisant le fait que |xi0yi0 | 6 |xj0yj0 |.
On obtient une contribution :
(75) Bn−
1
2
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xni0y
n
j0
∑
q6Q
∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j )j 6=j0∈(Z/qZ)n
q−nSq(a,a′)(0)
∑
xi≡ai(q)
i 6=i0
∑
yj≡a′j(q)
j 6=j0
wε,1(x,y)
|xj0 ||yi0 |
.
On remarque que
∑
xi≡ai(q),i 6=i0
yj≡a′j(q),j 6=j0
wε,1(x,y)
|yi0xj0 |
=
∑
xj0≡aj0 (q)
yi0≡a′i0 (q)
wε(yi0)wε,1(xj0)
|xj0yi0 |
︸ ︷︷ ︸
=O(q−2 log(xi0 ) log(yj0 ))∏
i 6=i0,j0
∑
xi≡ai(q)
wε(xi0 , xi)
︸ ︷︷ ︸
=O(xn−1i0
q−n+1)
∏
j 6=i0,j0
∑
yj≡a′j(q)
wε(yj0 , yj)
︸ ︷︷ ︸
=O(yn−1j0
q−n+1)
.
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Par conse´quent,∑
xi≡ai(q),i 6=i0
yj≡a′j(q),j 6=j0
wε,1(x,y)
|xj0 ||yi0 |
= O(xn−1i0 y
n−1
j0
log(xi0) log(yj0)q
−2n),
et en utilisant a` nouveau le lemme 3.4, on trouve :
(75)≪ Bn− 12
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
log(xi0) log(yj0)
xi0yj0
∑
q6Q
q3−n+ǫ
≪ Bn− 12
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
log(xi0) log(yj0)
xi0yj0
≪ Bn− 12 log(B)4.
On e´tudie a` pre´sent le terme principal :
(76) Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xni0y
n+1
j0
∑
q6Q
∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j)j 6=j0∈(Z/qZ)n
q−n−1Sq(a,a′)(0)
∑
xi≡ai(q),i 6=i0
yj≡a′j(q),j 6=j0
wε,1(x,y)
|xj0 |
∫
Rn
wε(0, uˆ)duˆ.
Dans tout ce qui va suivre nous allons supposer, pour simplifier, que les
entiers xj0 et yi0 sont tous deux strictement positifs. Nous voudrions pouvoir
re´e´crire la somme ∑
xi≡ai(q),i 6=i0
yj≡a′j(q),j 6=j0
wε,1(x,y)
xj0
sous forme d’une inte´grale. Remarquons avant tout que :
∑
xi≡ai(q),i 6=i0
yj≡a′j(q),j 6=j0
wε,1(x,y)
xj0
=

 ∑
yi0≡a′i0 (q)
wε(yi0)
∑
xj0≡aj0 (q)
wε,1(yi0 , xj0)
xj0



 ∏
i 6=i0,j0
∑
xi≡ai(q)
wε(xi)



 ∏
j 6=i0,j0
∑
yj≡a′j(q)
wε(yj)

 .
De la meˆme manie`re que pour le cas i0 = j0, on e´tablit que pour tout
i, j /∈ {i0, j0} : ∑
xi≡ai(q)
wε(xi) =
1
q
∫
R
wε(xi)dxi︸ ︷︷ ︸
=O(q−1xi0 )
+O(1),
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∑
yj≡a′j(q)
wε(yj) =
1
q
∫
R
wε(yj)dyj︸ ︷︷ ︸
=O(q−1yj0 )
+O(1).
On a donc :
 ∏
i 6=i0,j0
∑
xi≡ai(q)
wε(xi)



 ∏
j 6=i0,j0
∑
yj≡a′j(q)
wε(yj)


=
1
q2n−2
∏
k 6=i0,j0
∫
R2
wε(xk)wε(yk)dxkdyk︸ ︷︷ ︸
=O(q−2n+2xn−1i0
yn−1j0
)
+O(q−2n+3xn−2i0 y
n−2
j0
max{xi0 , yj0}).
La partieO(q−2n+3xn−2i0 y
n−2
j0
max{xi0 , yj0}) fournit une contribution ne´gligeable
par rapport a` Bn log(B)2.
En effet, lorsque xi0 6 yj0 , on obtient :
Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
x2i0y
2
j0
∑
q6Q
∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j )j 6=j0∈(Z/qZ)n
q−3n+2Sq(a,a′)(0)
∑
yi0≡a′i0 (q)
wε(yi0)
∑
xj0≡aj0 (q)
wε,1(yi0 , xj0)
xj0︸ ︷︷ ︸
=O(q−2yj0 log(xi0 ))
≪ Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
log(xi0)
x2i0yj0
∑
q6Q
∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j )j 6=j0∈(Z/qZ)n
q−3nSq(a,a′)(0)
︸ ︷︷ ︸
=O(1) d’apre`s le lemme 3.4
≪ Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
log(xi0)
x2i0yj0
≪ Bn log(B).
Lorsque xi0 > yj0 , en utilisant la condition xi0yi0 6 xj0yj0, on trouve :
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Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
x2i0y
2
j0
∑
q6Q
∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j )j 6=j0∈(Z/qZ)n
q−3n+2Sq(a,a′)(0)
∑
yi0≡a′i0 (q)
wε(yi0)
∑
xj0≡aj0 (q)
wε,1(yi0 , xj0)
yi0︸ ︷︷ ︸
=O(q−2xi0 log(yj0 ))
≪ Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
log(yj0)
xi0y
2
j0
≪ Bn log(B).
Le terme principal est donc donne´ par :
Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xni0y
n+1
j0
∑
q6Q
∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j )j 6=j0∈(Z/qZ)n
q−3n+1Sq(a,a′)(0)
∑
yi0≡a′i0 (q)
wε(yi0)
∑
xj0≡aj0 (q)
wε,1(yi0 , xj0)
xj0
∏
k 6=i0,j0
∫
R2
wε(xk)wε(yk)dxkdyk
∫
Rn
wε(0, uˆ)duˆ,
avec
(77)
∏
k 6=i0,j0
∫
R2
wε(xk)wε(yk)dxkdyk = O(x
n−1
i0
yn−1j0 ).
Remarquons a` pre´sent qu’a` yi0 fixe´, la formule sommatoire d’Euler (73)
donne :
∑
xj0≡aj0
wε,1(yi0 , xj0)
xj0
=
1
q
∫
R
wε,1(yi0 , xj0)
xj0
dxj0
+
∫
R
(zj0 − ⌊zj0⌋)
∂
∂zj0
(
wε,1(yi0 , aj0 + qzj0)
aj0 + qzj0
)
dzj0 .
Or,∣∣∣∣ ∂∂zj0
(
wε,1(yi0 , aj0 + qzj0)
aj0 + qzj0
)∣∣∣∣ = |− qxj0xi0 ω′ε(1−xj0xi0 )ωε(xj0xi0 −yi0yj0 )ωε(xj0xi0 − 1xi0 )
+
q
xj0xi0
ωε(1−
xj0
xi0
)ω′ε(
xj0
xi0
− yi0
yj0
)ωε(
xj0
xi0
− 1
xi0
)
+
q
xj0xi0
ωε(1−
xj0
xi0
)ωε(
xj0
xi0
− yi0
yj0
)ω′ε(
xj0
xi0
− 1
xi0
) +
q
x2j0
wε,1(yi0 , xj0)|,
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avec xj0 = aj0+qzj0 . Ceci est donc du type O
(
q
xj0xi0
+ q
x2j0
)
et a` un support
inclus dans [1q (
xi0yi0
yj0
− aj0), 1q (xi0 − aj0)], on a alors, par changement de
variables aj0 + qzj0 = xj0 :∣∣∣∣
∫
R
(zj0 − ⌊zj0⌋)
∂
∂zj0
(
wε,1(yi0 , aj0 + qzj0)
aj0 + qzj0
)
dzj0
∣∣∣∣≪
∫ xi0
1
1
xi0xj0
dxj0︸ ︷︷ ︸
(α)
+
∫ xi0
1
1
x2j0
dxj0︸ ︷︷ ︸
(β)
.
La partie (α) est du type O
(
log(xi0 )
xi0
)
et donne donc une contribution
(en tenant compte de l’estimation triviale (77)) :
Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
log(xi0)
x2i0y
2
j0
∑
q6Q
∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j )j 6=j0∈(Z/qZ)n
q−3n+1Sq(a,a′)(0)
∑
yi0≡a′i0 (q)
wε(yi0)
︸ ︷︷ ︸
=O(q−1yj0 )
≪ Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
log(xi0)
x2i0yj0
≪ Bn log(B).
Pour traiter la partie (β), nous allons devoir distinguer les cas xj0 <√
xi0 et xj0 >
√
xi0 . Conside´rons d’abord le cas ou` xj0 <
√
xi0 l’ine´galite´
xi0yi0 6 xj0yj0 nous donne alors yi0 6 x
− 1
2
i0
yj0. La partie du terme principal
correspondant au cas ou` xj0 <
√
xi0 vaut alors (en majorant (β) par 1) :
Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xi0y
2
j0
∑
q6Q
∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j )j 6=j0∈(Z/qZ)n
q−3n+1Sq(a,a′)(0)
∑
yi0≡a′i0 (q)
yi06x
−12
i0
yj0
wε(yi0)
︸ ︷︷ ︸
=O(x
−12
i0
yj0 )
≪ Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
x
3
2
i0
yj0
≪ Bn log(B)
Conside´rons a` pre´sent la partie correspondant a` xj0 >
√
xi0 . Dans ce
cas, le terme (β) vaut O(x
− 1
2
i0
), et on obtient une contribution :
Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
log(xi0)
x
3
2
i0
y2j0
∑
q6Q
∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j )j 6=j0∈(Z/qZ)n
q−3n+1Sq(a,a′)(0)
∑
yi0≡a′i0 (q)
wε(yi0)
︸ ︷︷ ︸
=O(q−1yj0)
≪ Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
x
3
2
i0
yj0
≪ Bn log(B).
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Le terme principal est ainsi donne´ par
Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xni0y
n+1
j0
∑
q6Q
∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j )j 6=j0∈(Z/qZ)n
q−3nSq(a,a′)(0)
∑
yi0≡a′i0 (q)
wε(yi0)
∫
R
wε,1(yi0 , xj0)
xj0
dxj0
∏
k 6=i0,j0
∫
R2
wε(xk)wε(yk)dxkdyk
∫
Rn
wε(0, uˆ)duˆ,
Il nous reste a` exprimer la somme :
∑
yi0≡a′i0 (q)
wε(yi0)
∫
R
wε,1(yi0 , xj0)
xj0
dxj0 =
∫
R
1
xj0
∑
yi0≡a′i0 (q)
wε(yi0)wε,1(yi0 , xj0)dxj0
sous la forme d’une inte´grale. Or, toujours par application de la formule
d’Euler, et e´tant donne´ que
wε,1(yi0 , xj0) = wε(xj0)ωε
(
xj0
xi0
− yi0
yj0
)
,
on a∑
yi0≡a′i0 (q)
wε(yi0)wε,1(yi0 , xj0) =
1
q
∫
R
wε(yi0)wε,1(yi0 , xj0)dyi0
+ wε(xj0)
∫
R
(zi0 − ⌊zi0⌋)
∂
∂zi0
(wε(yi0)ωε
(
xj0
xi0
− yi0
yj0
)
)dzi0
avec yi0 = a
′
i0
+ qzi0 . Or, on ve´rifie de la meˆme manie`re que pre´ce´demment
que la de´rive´e ∂∂zi0
(
wε(yi0)ωε
(
xj0
xi0
− yi0yj0
))
est du type O( qyj0
) et a un sup-
port inclus dans [1q (1−a′i0), 1q (
xj0yj0
xi0
−a′i0)]. Donc, par changement de variable
yi0 = a
′
i0
+ qzi0 on trouve :∣∣∣∣
∫
R
wε(xj0)
xj0
∫
R
(zi0 − ⌊zi0⌋)
∂
∂zi0
(wε(yi0)ωε
(
xj0
xi0
− yi0
yj0
)
)dzi0dxj0
∣∣∣∣
≪
∫ xi0
1
1
xj0
∫ xj0yj0
xi0
1
1
yj0
dyi0dxj0 ≪
1
yj0
∫ xi0
1
1
xj0
xj0yj0
xi0
dxj0 = O(1)
Ceci donne donc une contribution
Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xi0y
2
j0
∑
q6Q
∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j )j 6=j0∈(Z/qZ)n
q−3nSq(a,a′)(0)
≪ Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xi0y
2
j0
≪ Bn log(B).
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Donc, finalement le terme principal vaut :
Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xni0y
n+1
j0
∑
q6Q
∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j )j 6=j0∈(Z/qZ)n
q−3n−1Sq(a,a′)(0)
∫
R3n
wε,1(x,y)
|xj0 |
wε(0, uˆ)dx
′dy′duˆ.
ou` x′ (resp. y′) de´signent les variables x et y prive´es de xi0 et yj0 . On
effectue un changement de variables x = xi0ß et y = yj0t et on obtient ce
terme sous la forme :
Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xi0yj0
∑
q6Q
∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j )j 6=j0∈(Z/qZ)n
q−3n−1Sq(a,a′)(0)
∫
R3n
wε,1(ß, t)
|sj0 |
wε(0, uˆ)dß
′dt′duˆ.
Remarque 4.3. Par syme´trie, on obtient exactement les meˆmes re´sultats
avec la partie du terme principal correspondant a` la fonction poids wε,2(x,y),
et le terme principal obtenu est alors
Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xi0yj0
∑
q6Q
∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j )j 6=j0∈(Z/qZ)n
q−3n−1Sq(a,a′)(0)
∫
R3n
wε,2(ß, t)
|ti0 |
wε(0, uˆ)dß
′dt′duˆ.
On note ensuite
χ˜
(1)
i0,j0
(ß′, t′,u) =


1 si |ß′| ∈ [ 1xi0 , 1], |t
′| ∈ [ 1yj0 , 1], |uˆ| ∈ [
1
P , 1]
et
∣∣∣∑k 6=j0 xkykukxj0yj0
∣∣∣ = ∣∣∣∑k 6=j0 sktkuksj0
∣∣∣ ∈ [ 1P , 1] et |ti0 | 6 |sj0 |
0 sinon
On constate que wε(ß, t)wε(u) → χi0,j0(ß′, t′, uˆ) lorsque ε → 0, et qu’ainsi
on a finalement∫
R3n
wε,1(ß, t)
|sj0 |
wε(0, uˆ)dß
′dt′duˆ = σ(1)i0,j0 +O(ε)
ou`
σ˜
(1)
i0,j0
=
∫
R3n
χ˜
(1)
i0,j0
(ß′, t′, uˆ)
|sj0 |
dß′dt′duˆ.
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Nous voudrions pouvoir remplacer la constante σ˜
(1)
i0,j0
par
σ
(1)
i0,j0
=
∫
R3n
χ
(1)
i0,j0
(ß′, t′, uˆ)
|sj0 |
dß′dt′duˆ,
ou`
χ
(1)
i0,j0
(ß′, t′, uˆ) =
{
1 si |ß′|, |t′|, |uˆ| 6 1 et
∣∣∣∑k 6=j0 sktkuksj0
∣∣∣ 6 1 et |ti0 | 6 |sj0 |
0 sinon
On remarque que
(χ
(1)
i0,j0
− χ˜i0,j0)(1)(ß′, t′,u) =


1 si |ti0 | 6 |sj0 |
et (min |si| < 1xi0
ou min |tj | < 1yj0
ou min |uk| < 1P
ou
∣∣∣∑k 6=j0 sktkuksj0
∣∣∣ < 1P )
0 sinon
On ve´rifie alors que
σ
(1)
i0,j0
−σ˜(1)i0,j0 =
∫
R3n
(χ
(1)
i0,j0
− χ˜i0,j0)(1)(ß′, t′,u)
|sj0 |
dß′dt′duˆ≪ min{ 1
xi0
,
1
yj0
,
1
P
},
et on a donc
Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xi0yj0
∑
q6Q
∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j )j 6=j0∈(Z/qZ)n
q−3n−1Sq(a,a′)(0)(σ
(1)
i0,j0
−σ˜i0,j0)(1)
= O(Bn log(B)).
Remarque 4.4. De la meˆme manie`re, on a que∫
R3n
wε,2(ß, t)
|ti0 |
wε(0, uˆ)dß
′dt′duˆ = σ(2)i0,j0 +O(ε) +O
(
min{ 1
xi0
,
1
yj0
,
1
P
}
)
ou`
σ
(2)
i0,j0
=
∫
R3n
χ
(2)
i0,j0
(ß′, t′, uˆ)
|ti0 |
dß′dt′duˆ,
et
χ
(2)
i0,j0
(ß′, t′,u) =
{
1 si |ß′|, |t′|, |uˆ| 6 1 et
∣∣∣∑k 6=i0 sktkukti0
∣∣∣ 6 1 et |ti0 | > |sj0 |
0 sinon
52
On note alors
σi0,j0 = σ
(1)
i0,j0
+ σ
(2)
i0,j0
.
Par conse´quent, on aura un terme principal donne´ par :
σi0,j0B
n
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xi0yj0
∑
q6Q
∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j)j 6=j0∈(Z/qZ)n
q−3n−1Sq(a,a′)(0) (1 +O(ε)) .
4.4 De´monstration de la conjecture
Nous avons donc de´montre´ que pour tous i0, j0 on a un terme principal
du type
σi0,j0B
n
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xi0yj0
∑
q6Q
∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j)j 6=j0∈(Z/qZ)n
q−3n−1Sq(a,a′)(0) (1 +O(ε)) .
On peut re´e´crire ce terme sous la forme :
(78)
σi0,j0B
n
∑
q6Q
∑
a∈(Z/qZ)n+1
a′∈(Z/qZ)n+1
q−3n−1Sq(a,a′)(0)
∑
xi0≡ai0 (q)
yj0≡aj0 (q)
wε(xi0 , yj0)
xi0yj0
(1 +O(ε)) .
Nous allons a` pre´sent e´valuer la somme
∑
xi0≡ai0 (q)
yj0≡a′j0 (q)
wε(xi0 , yj0)
xi0yj0
=
∑
xi0≡ai0 (q)
wε(xi0)
xi0
∑
yj0≡a′j0 (q)
wε(yj0)
yj0
A` xi0 fixe´, pour ε assez petit on a∑
yj0≡a′j0 (q)
wε(yj0)
yj0
=
∑
yj0≡a′j0 (q)
16xi0yj06B
2
3
1
yj0
+O(1)
=
1
q
∫ B 23
xi0
1
1
yj0
dyj0 +O

∫ B
2
3
xi0
1
1
y2j0
dyj0

+O(1)
=
1
q
(
2
3
log(B)− log(xi0)) +O(1)
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Le terme O(1) fournit dans (78) un terme d’erreur de type O(Bn log(B)).
On a par ailleurs que
(79)
1
q
∑
xi0≡ai0 (q)
wε(xi0)
xi0
(
2
3
log(B)− log(xi0))
=
2 log(B)
3q2
∫ B 13
1
1
xi0
dxi0 +O

1
q
∫ B 13
1
1
x2i0
dxi0

+O(1)
− 1
q2
∫ B 13
1
log(xi0)
xi0
dxi0 +O

1
q
∫ B 13
1
log(xi0)
x2i0
dxi0

+O(1)
=
1
q2
(
2
9
log(B)2 − 1
2
(
1
9
log(B)2)
)
+O(1) =
1
q2
(
1
6
log(B)2
)
+O(1)
(ici encore, le terme O(1) fournit dans (78) un terme d’erreur de type
O(Bn)). Il reste donc a` e´valuer :∑
q6Q
q−3n−3
∑
a∈(Z/qZ)n+1
a′∈(Z/qZ)n+1
Sq(a,a
′)(0).
Posons
Sq(0) =
∑
a∈(Z/qZ)n+1
a′∈(Z/qZ)n+1
Sq(a,a
′)(0).
On remarque par ailleurs que d’apre`s le lemme 3.4, Sq(0)≪ q5+2n+ǫ, donc∑
q>Q
q−3n−3Sq(0)≪
∑
q>Q
q2−n+ǫ = Q2−n+ǫ = B1−
n
2
+ ǫ
2 ,
et la se´rie ∑
q>1
q−3n−3Sq(0)
est absolument convergente. Par conse´quent :
(78) =
1
6
σi0,j0B
n log(B)2

 ∞∑
q=1
q−3n−3Sq(0)

 (1 +O(ε).
On ve´rifie par ailleurs que q 7→ Sq(0) est multiplicative, et donc :
∞∑
q=1
q−3n−3Sq(0) =
∏
p premier
σp
ou` σp =
∑∞
t=0 p
−(3n+3)tSpt(0).On a ainsi de´montre´ la proposition ci-dessous :
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Proposition 4.5. Pour tous i0, j0 ∈ {0, ..., n} et n > 35 on a :
∑
i0,j0
N(wε,B,i0,j0 , B) =
2
9

 ∏
p premier
σp

σ∞
︸ ︷︷ ︸
C
Bn log(B)2(1 +O(ε)).
ou` σ∞ =
∑
i0,j0
σi0,j0
On a de la meˆme manie`re que∑
i0,j0
N(wε,B,i0,j0 , B) =
1
6
CBn log(B)2(1 +O(ε)).
Par ailleurs, on ve´rifie facilement que le nombre de points compte´s par
N(wε,B,i0,j0 , B) tels que xmax = xi0 = xi1 (resp. ymax = yj0 = yj1) pour
i0 6= i1 (resp. j0 6= j1) est du type O(B log(B)). En effet, pour le cas xmax =
xi0 = xi1 si l’on reprend la somme (76) en restreignant la somme sur (xi)i 6=i0
aux e´le´ments (xi)i 6=i0 ∈ Zn tels que xi1 = xi0 on trouve :
Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
xni0y
n+1
j0
∑
q6Q
∑
(ai)i6=i0∈(Z/qZ)n
(a′j )j 6=j0∈(Z/qZ)n
q−n−1Sq(a,a′)(0)
∑
xi≡ai(q),i 6=i0
xi1=xi0
yj≡a′j(q),j 6=j0
wε,1(x,y)
|xj0 |
∫
Rn
wε(0, uˆ)duˆ.
On a alors que∑
xi≡ai(q),i 6=i0
xi1=xi0
yj≡a′j(q),j 6=j0
wε,1(x,y)
|xj0 |
≪
(
xi0
q
)n−2(yj0
q
)n
log(xi0),
et le terme principal ci-dessus peut alors eˆtre majore´ par :
Bn
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
x2i0yj0
log(xi0)≪ Bn log(B)
(On proce`derait de meˆme pour la fonction poids wε,2 en remplac¸ant
1
|yi0 |
par
xi0
yj0
1
|xj0 |
, via |xj0yj0 | 6 |xi0yi0 |). Le cas ymax = yj0 = yj1 se traite de manie`re
analogue. On en de´duit l’encadrement (17), et on a alors
N ′(B) = card{(x,y,z) ∈ Zn+10 × Zn+10 × Zn+10 | xmax > 0, ymax > 0,
x.y.z = 0, H(x,y,z) 6 B, max
i
|xi|max
j
|yj| 6 B 23 max
i
|xi| 6 B 13 }
=
1
6
CBn log(B)2(1 + o(1)),
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Nous allons voir a` pre´sent que la donne´e de ce terme N ′(B) nous permet
de de´duire la valeur asymptotique du cardinal de E(B) ou`
E(B) = card{(x,y,z) ∈ Zn+10 ×Zn+10 ×Zn+10 | xmax > 0, ymax > 0, zmax > 0
x.y.z = 0, H(x,y,z) 6 B}.
En effet, on remarque qu’un point de E(B) appartient a` l’un (au moins) des
ensembles
E1(B) = card{(x,y,z) ∈ Zn+10 ×Zn+10 ×Zn+10 | xmax > 0, ymax > 0, zmax > 0
x.y.z = 0, H(x,y,z) 6 B, max
i
|xi|max
j
|yj | 6 B
2
3 , max
i
|xi| 6 B
1
3 },
E2(B) = card{(x,y,z) ∈ Zn+10 ×Zn+10 ×Zn+10 | xmax > 0, ymax > 0, zmax > 0,
x.y.z = 0, H(x,y,z) 6 B, max
j
|yj |max
k
|zk| 6 B
2
3 , max
j
|yj| 6 B
1
3 },
E3(B) = card{(x,y,z) ∈ Zn+10 ×Zn+10 ×Zn+10 | xmax > 0, ymax > 0, zmax > 0,
x.y.z = 0, H(x,y,z) 6 B, max
k
|zk|max
i
|xi| 6 B
2
3 , max
k
|zk| 6 B
1
3}
(chacun de ces ensemble e´tant de meˆme cardinal 12N
′(B)). Nous allons
e´tablir que le nombre de points appartenant a` deux des ensembles El(B) est
du type O(Bn log(B)). Nous allons le faire pour les points (x,y,z) apparte-
nant a` E1,2(B) = E1(B)∩E2(B). Pour de tels points, notons xi0 = maxi |xi|,
yj0 = maxj |yj| et zk0 = maxk |zk|.
Le nombre de points contenus dans cette intersection peut eˆtre majore´
par
∑
i0,j0
N(w˜ε,B,i0,j0 , B) ou`
w˜ε,B,i0,j0(x,y,z) = wε,B(xi0 , yj0)wε(x,y)w˜ε(z)
avec w˜ε(z) = wε(z)
∏n
k=0 ωε
(
1− yj0 |zk|
B
2
3
)
(qui prend en compte la condition
supple´mentaire maxj |yj |maxk |zk| 6 B 23 ). Il est clair que les re´sultats obte-
nus dans la partie 3 restent valables pour cette nouvelle fonction poids. On
s’inte´resse donc au terme principal
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
∑
(xi)i6=i0
(yj)j 6=j0
wε(x,y)
∞∑
q=1
q−n−1Sq(x,y)(0)I˜q(x,y)(0),
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ou` l’on a note´ :
I˜q(x,y)(0) =
∫
Rn+1
w˜ε(z)
Q2
h
(
q
Q
,
x.y.z
Q2
)
dz.
On effectue par la suite un changement de variables zk =
B
2
3
yj0
, ce terme
principal devient
B
2
3
n− 1
3
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
yn+1j0
∑
(xi)i6=i0
(yj)j 6=j0
wε(x,y)
∞∑
q=1
q−n−1Sq(x,y)(0)I˜(0),
avec
I˜(0) =
∫
Rn+1
w˜ε(u)h
(
q
Q
,
x.y.u
B
1
3 yj0
)
dz.
Puis, en supposant |xi0yi0 | 6 |xj0yj0 | comme pre´ce´demment, et en rem-
plac¸ant la variable uj0 par t =
x.y.u
B
1
3 yj0
on a
I˜(0) =
B
1
3
|xj0 |
∫
R
J(t)h
(
q
Q
, t
)
dt
ou`
J(t) =
∫
Rn
w˜ε(0, uˆ)duˆ.
Rappelons que l’on a montre´ (cf. Lemme 4.2) que∫
R
J(t)h
(
q
Q
, t
)
dt≪ 1,
le terme principal est donc du type :
B
2
3
n
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
yn+1j0
∑
(xi)i6=i0
(yj)j 6=j0
|yi0 |6
xj0
yj0
xi0
wε(x,y)
|xj0 |
∞∑
q=1
q−n−1Sq(x,y)(0)
≪ B 23n
∑
xi0 ,yj0
wε(xi0 , yj0)
yn+1j0
xn−1i0 y
n
j0 ≪ B
2
3
n
∑
xi0 ,yj0
xn−1i0
yj0
≪ B log(B)
(en rappelant que xi0 6 B
1
3 sur le support de wε(xi0 , yj0)).
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On a donc que
card(E1,2(B)) = O(B
n log(B)),
et on en de´duit que
N(B) = cardE(B) = cardE1(B) + cardE2(B) + cardE3(B) +O(B
n log(B))
=
3
2
N ′(B) +O(Bn log(B)).
Par conse´quent, nous avons e´tabli :
N(B) =
1
2
∏
p premier
σp
σ∞
2
Bn log(B)2(1 + o(1)).
Remarquons que
σ
(1)
i0,j0
=
∫
R3n
χ
(1)
i0,j0
(ß′, t′, uˆ)
|sj0 |
dß′dt′duˆ
=
∑
k0 6=j0
∫
|uk0 |=max |uk|
χ
(1)
i0,j0
(ß′, t′, uˆ)
|sj0 |
dß′dt′duˆ
En effectuant un changement de variables uk = |uk0 |vk pour tout k 6= k0 on
obtient alors (si v′ de´signe v prive´ de la coordonne´e en k0) :
σ
(1)
i0,j0
=
∑
k0 6=j0
∫ 1
−1
|uk0 |n−1duk0
∫
R3n−1
χ
(1)′
i0,j0
(ß′, t′, vˆ)
|sj0 |
dß′dt′dvˆ′ =
2
n
σ
(1)′
i0,j0
ou`
σ
(1)′
i0,j0
=
∑
k0 6=j0
∫
R3n−1
χ
(1)′
i0,j0
(ß′, t′, vˆ)
|sj0 |
dß′dt′dvˆ′
et
χ
(1)′
i0,j0
(ß′, t′, vˆ) =
{
1 si |ß′|, |t′|, |vˆ| 6 1 et
∣∣∣∑k 6=j0 sktkvksj0
∣∣∣ 6 1 et |ti0 | 6 |sj0 |
0 sinon
Par les meˆmes calculs on e´crit σ
(2)
i0,j0
sous la forme
σ
(2)
i0,j0
=
2
n
σ
(2)′
i0,j0
ou`
σ
(2)′
i0,j0
=
∑
k0 6=i0
∫
R3n−1
χ
(2)′
i0,j0
(ß′, t′, vˆ)
|ti0 |
dß′dt′dvˆ′.
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On a alors
σ∞ =
2
n
σ′∞
ou`
σ′∞ =
∑
i0,j0
(σ
(1)′
i0,j0
+ σ
(2)′
i0,j0
).
On peut donc e´crire :
N(B) =
1
2n
∏
p premier
σpσ
′
∞2B
n log(B)2(1 + o(1)).
Nous pouvons finalement calculer le cardinal
N (B) = card{(x,y,z) ∈ Zn+10 × Zn+10 × Zn+10 |
(x0, ..., xn), (y0, ..., yn), (z0, ..., zn) primitifs ,x.y.z = 0, H(x,y,z) 6 B}.
On remarque en effet que si Nd,e,f (B) de´signe
card{(dx, ey, fz) ∈ dZn+10 × eZn+10 × fZn+10 |
x.y.z = 0, H(dx, ey, fz) 6 B} = N(B/def)
et
Nk,l,m(B) = card{(kx, ly,mz) ∈ kZn+10 × lZn+10 ×mZn+10 |
(x0, ..., xn), (y0, ..., yn), (z0, ..., zn) primitifs ,x.y.z = 0, H(kx, ly,mz) 6 B}
= N (B/klm)
(pour d, e, f, k, l,m ∈ N), alors on a
Nd,e,f (B) =
∑
d|k
∑
e|l
∑
f |m
Nk,l,m(B).
Par inversions de Mo¨bius successives applique´es a` (d, e, f) = (1, 1, 1), on
obtient :
N (B) = N(1,1,1)(B) =
∑
k∈N∗
µ(k)
∑
l∈N∗
µ(l)
∑
m∈N∗
µ(m)Nk,l,m(B)
=
∑
k,l,m∈N∗
µ(k)µ(l)µ(m)N(B/klm)
∼B→∞ 1
2n
∏
p premier
σp
∑
k,l,m∈N∗
µ(k)µ(l)µ(m)
knlnmn
σ′∞B
n log(B)2.
On remarque que
∑
k,l,m∈N∗
µ(k)µ(l)µ(m)
knlnmn
=
(∑
k∈N∗
µ(k)
kn
)3
,
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et que ∑
k∈N∗
µ(k)
kn
=
∏
p premier
(
1− 1
pn
)
.
On a donc finalement de´montre´ le re´sultat suivant :
Proposition 4.6. Pour tout n > 35, on a :
N (B) = 1
2n
∏
p premier
σ′pσ
′
∞B
n log(B)2(1 + o(1)),
lorsque B →∞, ou` l’on a note´ σ′p =
(
1− 1pn
)3
σp
Remarquons ce re´sultat est en accord avec les conjectures e´nonce´es dans
[B-T] et [Pe]. En effet, commenc¸ons par de´crire les singularite´s de l’hypersur-
face X. Ce sont les (x,y,z) ∈ Pn ×Pn×Pn tels que xiyi = yizi = xizi = 0
pour tout i ∈ {0, ..., n}. On de´finit l’ensemble
E = {(I, J,K) ⊂ {0, ..., n}3 | I, J,K 6= {0, ..., n},
(I ∩ J) ∪ (J ∩K) ∪ (I ∩K) = {0, ..., n}}.
a` chaque triplet (I, J,K), on associe la varie´te´ V (I, J,K) = {(x,y,z) ∈
Pn × Pn × Pn | xi = yj = zk = 0, ∀(i, j, k) ∈ I × J × K} de dimension
3n − (card(I) + card(J) + card(K)). On a alors que le lieu singulier Xs de
l’hypersurface X est donne´ par
Xs =
⋃
(I,J,K)∈E
V (I, J,K),
et on a que pour tout (I, J,K) ∈ E
V (I, J,K) \
⋃
(I,J,K) (I ′,J ′,K ′)∈E
V (I ′, J ′,K ′)
est lisse.
Calculons a pre´sent le cardinal de E : commenc¸ons par remarquer que
l’ensemble F = {(I, J,K) ⊂ {0, ..., n}3 | (I ∩ J) ∪ (J ∩ K) ∪ (I ∩ K) =
{0, ..., n}} est de cardinal 4n+1 : en effet, par hypothe`se, chaque indice doit
appartenir a` au moins deux des ensembles I, J,K, ce qui donne 4 possibilite´s
pour chaque indices i : i ∈ I, J et i /∈ K, ou i ∈ J,K et i /∈ I, ou i ∈ I,K
et i /∈ J ou i ∈ I, J,K. Pour trouver le cardinal de E , il faut retrancher a` ce
cardinal le nombre card(G), ou`
G = {(I, J,K) ∈ F | I = {0, ..., n} ou J = {0, ..., n} ou K = {0, ..., n}}.
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Le nombre de triplets de F tels que I = {0, ..., n} est 3n+1 (par un calcul
analogue a` celui effectue´ pre´ce´demment), puis en proce´dant de meˆme avec
les cas J = {0, ..., n} et K = {0, ..., n}, on trouve que le cardinal de G vaut
3.3n+1 auquel on doit retrancher le nombre de triplets I, J,K de F dont au
moins deux des ensembles I, J,K sont {0, ..., n} tout entier. Par un calcul
analogue, on peut voir que ce nombre est 3.2n+1−1. En re´sume´, on a donc :
card(E) = 4n+1 − 3.3n+1 + 3.2n+1 − 1 = N0.
On obtient une de´singularisation de la varie´te´ X en effectuant un e´clatement
en chaque V (I, J,K). Plus pre´cise´ment, on commence par e´clater X en
chaque sous-varie´te´ de dimension 0. Puis on e´clate la varie´te´ obtenue en
les transforme´s stricts des sous-varie´te´s singulie`res V (I, J,K) de dimension 1
(qui sont alors lisses), etc... On note alors π : X˜ → X cette de´singularisation.
On a alors que :
Pic(X˜) ≃ Pic(X)⊕
⊕
(I,J,K)∈E
Z.D˜I,J,K ≃ Z3 ⊕ ZN0 ,
(DI,J,K de´signant le diviseur exceptionnel issu de l’e´clatement en V (I, J,K)
et que
C1eff(X˜) ≃ C1eff(X) +
∑
(I,J,K)∈E
R+.DI,J,K .
Pour appliquer les re´sultats e´nonce´es dans [B-T], il convient de montrer
que X est a` singularite´s canoniques, c’est-a`-dire que, si KX˜ (resp. KX)
de´signe le diviseur canonique de X˜ (resp. X) il existe des rationnels aI,J,K >
0 tels que
KX˜ = π
∗(KX) +
∑
(I,J,K)∈E
aI,J,KDI,J,K.
Pour cela nous allons utiliser [K, The´ore`me 7.9] : on conside`re un hyperplan
ge´ne´ral de coordonne´es en x dans Pn × Pn × Pn passant par l’une des
singularite´s les plus petites (disons par exemple le point P = ((1 : 0 : ... :
0), (0 : 1 : 0 : .. : 0)(0 : 0 : 1 : 0 : ... : 0) et on note S le diviseur H ∩ X.
D’apre`s [K, The´ore`me 7.9], si S est a` singularite´s canoniques, alors il en va
de meˆme pour X. Par de´finition, l’hyperplan H admet une e´quation du type
n∑
i=1
aixi = 0,
avec l’un des ai (disons an) non nul. Le diviseur S peut alors eˆtre de´crit
comme l’hypersurface de Pn−1 ×Pn ×Pn d’e´quation :
x0y0z0 + ...+ xn−1yn−1zn−1 +
(
n∑
i=1
ai
an
xi
)
ynzn,
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et le proble`me revient alors a` montrer que cette hypersurface est a` singularite´
canoniques. En effectuant les meˆmes ope´rations avec des hyperplans en y et
en z, on se rame`ne au cas d’une hypersurface de Pn−1 × Pn−1 × Pn−1 du
type :
x0y0z0 + ...+ xn−1yn−1zn−1 +

∑
i 6=0
ai
an
xi



∑
j 6=1
bj
bn
yj



∑
k 6=2
ck
cn
zk

 .
En re´ite´rant ce proce´de´ n−2 fois on ve´rifie que l’on se rame`ne a` une surface
de P1 ×P1 ×P1 d’e´quation du type
αx0y2z0 + βx1y1z0 + γx1y2z2 + δx1y2z0,
(((x0 : x1), (y1 : y2), (z0 : z2)) de´signant un triplet de coordonne´es ho-
moge`nes de P1 ×P1 ×P1). On ve´rifie que cette surface admet une unique
singularite´ P0 = ((1 : 0), (0 : 1), (0 : 1)) de multiplicite´ 2. On obtient une
de´singularisation de cette hypersurface en effectuant un e´clatement de S en
P0. On note Y = P
1×P1×P1 et π : Y˜ → Y (resp. π : S˜ → S) l’e´clatement
de Y (resp. S) en P0. La varie´te´ S est alors une hypersurface lisse de Y˜ .
Puisque Y est lisse et que codimY (P0) = 3, on a d’apre`s [Ha, Exercice 8.5] :
(80) KY˜ = π
∗KY + 2E,
E de´signant le diviseur exceptionnel issu de l’e´clatement en P0. D’autre part,
on a
(81) π∗S = S˜ + 2E
et la formule d’adjonction donne :
(82) KS˜ = (KY˜ + S˜)|S˜ , KS = (KY + S)|S .
En regroupant les re´sultats (80), (81) et (82), on obtient
KS˜ = π
∗KS ,
donc π : S˜ → S est cre´pant, donc S est a` singularite´s canoniques et ainsi X
est a` singularite´s canoniques.
Nous pouvons a` pre´sent appliquer les re´sultats de la section 3 de [B-T] :
en effet si l’on note L = OY (1, 1, 1), on a alors ω−1X = O(n, n, n) = L⊗n,
et puisque d’autre part on a ωX˜ ≃ π∗ωX ⊗
⊗
(I,J,K)∈E L(aI,J,KDI,J,K) avec
aI,J,K > 0, la varie´te´ X est une varie´te´ Q-Fano canonique (cf. [B-T, De´finition
2.2.10]), ce qui permet alors de conclure (voir [B-T, Exemple 2.3.7]) que La
varie´te´ X est L-primitive. Les re´sultats de la section 3 de [B-T], sugge`rent
alors que la formule asymptitique attendue pour N (B) est
N (B) = cL(X)BαL(X) log(B)βL(X)−1(1 + o(1))
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(voir [B-T, page 323]), et le re´sultat obtenu en 4.6 semble eˆtre compatible
avec cette formule. En effet on a αL(X) = n, βL(X) = 3 (cf. [B-T, Remarque
2.3.12]) et
cL(X) =
γL(X)
αL(X)(βL(X)− 1)!δL(X)τL(X)
ou`
δL(X) = cardH
1(Gal(Q¯/Q,Pic(X)) = 1,
τL(X) = n
3σ′∞
∏
p premier
σ′p
(voir par exemple [Sch2] pour les calculs), et
γL(X) =
∫
C1eff (X)
∨
e−〈ω
−1
X
,y〉dy
ou`
C1eff(X)
∨ = {y ∈ Pic(X)⊗R∨ | 〈x, y〉 > 0, ∀x ∈ C1eff(X)}
≃ {(y1, y2, y3) ∈ R3 | x1y1 + x2y2 + x3y3 > 0, ∀x1, x2, x3 > 0},
donc
γL(X) =
∫
(R+)3
e−(ny1+ny2+ny3)dy1dy2dy3 =
(∫ ∞
0
e−nydy
)3
=
1
n3
et on a ainsi
cL(X) =
1
2n
1
n3
n3σ′∞
∏
p premier
σ′p
=
1
2n
σ′∞
∏
p premier
σ′p.
Le re´sultat obtenu est donc bien en accord avec les conjectures e´nonce´es
dans [B-T].
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